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1. Wstep

Metoda J-macierzy, zaproponowana przez Hellera 1 Yamaniego w 1974 roku [1], [2] i
pOzniej rozwinig¢ta przez Yamaniego i Fishmana [3], jest przyktadem algebraicznej metody w
kwantowej teorii rozpraszania potencjalnego. Punktem kluczowym metody jest reprezentacja
hamiltonianu w odpowiedniej bazie, co zmienia rézniczkowy problem rozpraszania w czysto
algebraiczny. Relatywistyczna wersja metody zostata sformutowana przez P. Horodeckiego w
1998 roku [4] jako naturalne rozszerzenie teorii nierelatywistyczne;.

W rozdziale drugim przedstawiono szczegotowy opis elektronu swobodnego oraz
elektronu w polu centralnym w oparciu o rdwnanie Diraca. Wyprowadzone zostaty réwniez w
nim radialne rownania Diraca. W rozdzialach trzecim i1 czwartym zawarte sa metody
obliczania rozniczkowych przekrojéw czynnych oraz przesuni¢¢ fazowych w rozpraszaniu,
migdzy innymi metoda J-macierzy (wersje nierelatywistyczna i relatywistyczna), w oparciu o
ktora autor wykonat obliczenia numeryczne opisane w rozdziale piatym. Wnioski autor

zawarl w rozdziale szostym.

Rozdzialy drugi oraz trzeci oraz uzupelnienia A i B oparte sa na notatkach R.
Szmytkowskiego [5] 1 pracy dyplomowej M. Krocenickiego [6]. Rozdzial czwarty oparty jest
na pracy P. Horodeckiego [4] oraz czgsciowo na pracy Yamaniego i Fishmana [3].



2. Réwnanie Diraca’

2.1 Czastka swobodna

W celu wyprowadzenia réwnania Diraca, napiszmy relatywistyczny zwiazek miedzy

energia 1 pedem dla czastki swobodnej:

E = c*p* +m’c* . (2.1.1)

Oczywiscie p’ = p +p. +p:.

Zastgpujemy energi¢ E oraz skladowe pedu p odpowiednimi operatorami:

0
E—>ih— p, —>—ih

., 0 ., 0
o p, > —ih_, p, —> —1h—.

o’ dy oz

Zgodnie z regutami mechaniki kwantowej, powyzsze operatory dziataja na funkcje falowa ¥ :

0
iha‘lf = \/— WV +mPet v,

Problem wyciagania pierwiastka z operatora Dirac rozwiazal nie podnoszac obu stron
rownania (2.1.1) do kwadratu, co prowadzitoby do réwnania Kleina-Gordona. Skorzystat

natomiast z pewnych wtasnos$ci tzw. macierzy Pauliego:

W VA A
0-1: 1 O > 0-2: 1 0 ’ 0-3: 0 _1 . (212)

Szukany pierwiastek znajdujemy w nastepujacej postaci
Jelp?t +miet =ca- p+ Bmc’,

a= (al,az,%), p= (px,Pyapz)-

gdzie

Z pordéwnania stron wynika, ze wielkosci «, 1 [ musza posiada¢ nastgpujace wlasnosci:
o, +a,a, =20,1, a,B+pPa, =0, B =1, k,l1=1,2,3.

Dirac znalazl twory matematyczne spetlniajace powyzsze zaleznos$ci w postaci macierzy
4 x4

! Rozdziat oparty jest o nie opublikowane notatki R. Szmytkowskiego [5] oraz prace M. Krosnickiego [6].
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(02 O'k)
@ = o, 0,)°

(12 02)
ﬁ: 02 _12 .

Zalezne od czasu rownanie Diraca mozemy wigc zapisaé w zwigztej postaci

gdzie

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

jest funkcja czterosktadnikowa (spinorem), H jest hamiltonianem Diraca. Dla czastki

swobodnej ma on wczesniej wprowadzong postac:

A

H=ca-p+pmc*,

gdzie p=-ihV, natomiast @ jest wektorem okreslonym wczesniej.

Napiszmy réwnanie Diraca w postaci

in (r t)+ihc(
o

'hﬁ‘lfz(r,t)Jrihc
ot

ihg‘ll (r,t) +ihc
or

inw (r,t) +ihe
ot

0 .
a‘h(l‘,t)—l

ox

2y
ox ?

Oox

0 0
5‘1’4(1’,I)+§‘P3(r,t)

zZ

0 . 0 0
_‘1’3(1’,1‘)+16—y‘1’3(r,t)—6—‘1’4(1’,l‘)
. 0 0
(r,t)—la—y‘ljz(r,t)+g‘l’l(r,t)

0 .0 0
—‘Pl(r,t)+1ay ‘I’l(r,t)— pe ‘Pz(r,t)

- mcz‘l’l(r,t) =0,

—mc’¥, (r, t)

+ ch‘P3(r,t)

+ mcz‘l’4(r,t) =0.

Zaktadamy rozwiazania powyzszego roéwnania w postaci fali plaskiej

\PM (r’ t) — aluei(kz—wt) ,

p=1,2,3, 4.

0,

0,

(2.1.6)

(2.1.7)

Po podstawieniu rozwiazania, oraz uwzglednieniu, ze E = hw 1 p. = hk , otrzymujemy:



(E —mcz)a1 —cp.a, =0,

(E —me?)a, +epa, =0,
—cp.a, + (E +mc’ )a3 =0, (2-18)
cp.a, +(E +mc? )a4 =0.

Uktad rownan (2.1.8) jest uktadem jednorodnym, ma wigc nietrywialne rozwiazania wtedy 1
tylko wtedy, gdy zeruje si¢ wyznacznik macierzy jego wspotczynnikow:

E —mc’ 0 —cp, 0
0 E —mc’ 0 cp,
5 (2.1.9)
—cp, 0 E +mc 0
0 cp, 0 E +mc’

Zachodzi to wowczas, gdy E = +y/c>p”> + m*c* . Spehiony jest zatem, znany ze szczegdlnej

teorii wzglednosci, zwiazek pedu i energii.

Poniewaz macierz (2.1.9) jest macierza rzedu drugiego, to uktad réwnan (2.1.8) posiada
tylko dwa liniowo niezalezne rozwigzania. Mozemy je zapisa¢ w postaci

cp.
a =1 a,=0, a;= Fime’ =0,
a, =0, a,=1, a;=0, a, = Effjcz :
Rozwigzania te mozna zapisa¢ w zwartej postaci:
1
0 A
¥(rt)=| cp. | (2.1.10)
E +mc’
0
oraz
0
1
¥(re)=| o [e. (2.1.11)
—p.
E +mc’

Rozwiazanie rownania (2.1.7) jest kombinacja liniowa powyzszych rozwiazan:



_ | 0
0 1
¥(rt)=|4 <. |[+B el
E + mc? —p.
L 0 E +mc*/ |

2.2 Czastka w polu centralnym
Hamiltonian Diraca dla elektronu w polu centralnym ¥ (r) ma postaé
H=ca- p+pBmc*+V(r). (2.2.1)
Operator catkowitego momentu pedu elektronu J jest zdefiniowany jako suma operatorow

1
orbitalnego momentu pedu L ispinu S, tzn. J =L+S, gdzie L=—irxV, §= EhO'D .

Macierz o” jest zdefiniowana nastepujaco

R (0’ Oj
ol = . 2.22)

Zdefiniujmy ponadto nastgpujace operatory:
JP=(L+S8), J. =L +S..

Operator L. jest rzutem operatora orbitalnego momentu pgdu L na wyrdzniong oS z,

z

natomiast operator S, jest rzutem operatora spinu na t¢ samg oS. Bedziemy takze

postugiwac si¢ zwigzanymi z nimi operatorami X 1 X_
1 2
Pt =J% = hz(A+Ea'Dj :

1 D
hE.=J. =hA, +2 07

.

Napiszmy teraz rownanie wlasne dla operatora skladowej catkowitego momentu pedu X

L
gdzie zdefiniowano A = 5 oraz A, =

w kierunku z:

1
(AZ +50'f]‘1‘ =m¥. (2.2.3)



Liczbe m nazywamy magnetyczng liczba kwantowa’.

Przedstawiamy funkcj¢ ¥  w postaci czterosktadnikowego spinora (2.1.5) oraz
korzystamy z postaci operatora A | we wspotrzednych sferycznych

A 2
=1
z 690

oraz ze wzorow (2.1.2) 1 (2.2.2), otrzymujac nastgpujace rOwnania:

0 . 1
%qjl(ragaso) = l(m_zj lpl(ragstp)s
(2.2.4)
alrig)=i{me 3
‘I/
8(,0 (r 0 go 2 (7,0 (p
- ( 1)
= ——|¥
8(,0 (r@go > 3r9g0 02s)
{ 2.

Aby zachowa¢ jednoznacznos¢ problemu wilasnego (2.2.3) przy obrotach o kat 2w, liczba
m musi by¢ liczba potowkowa, tzn.

Wprowadzmy operator

> Weze$niej symbolem m oznaczano mase czastki, jednak, wedlug autora, nie powinno to prowadzié¢ do
nieporozumien.



Mozna wykazac, ze operator ten komutuje z hamiltonianem (2.2.1) a takze z operatorami

J? (22). Wynika stad, ze zamiast szuka¢ jednoczesnych funkcji wlasnych operatorow

H, 2, 2 _, mozemy szuka¢ jednoczesnych funkcji wlasnych operatorow H, K, z .

Chcemy znalez¢ funkcje wlasne operatora K. W tym celu przedstawmy funkcje ¥ w

(v
¥y = : (2.2.6)

postaci

gdzie ¥, 1 ¥, sadwusktadnikowe:

) w0
Yisly ) Bely) (2.2.7)

S

Roéwnanie na wartos$ci wlasne operatora K mozemy zapisa¢ w postaci

e (342

(Ao+1+k)¥, =0
(Ao +1-k)¥, =0.

lub

Jak wida¢, w powyzszych rownaniach ¥, 1 ¥, sa rozseparowane. Uzywajac wzorow

(2.1.2) oraz (2.2.7), otrzymujemy

(AZ +1+« A )(‘Plj 0
A, —A_+1+\V,) 7
(2.2.8)
(AZ -k A j{Tj ;
A, -A. +1-)\¥,) 7
gdzie zdefiniowano A, =A tiA .
Wykonajmy mnozenie w pierwszym z powyzszych rownan:
(A, +1+K)¥, +A_¥, =0
(2.2.9)
(A, —1-k)¥, —A ¥, =0.

Korzystajac z relacji komutacyjnej operatorow A, A
(A4, ]=iAL
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otrzymujemy dla operatorow A ., A_ nastgpujace zwiazki:

AN =N-AN-A

AN =N -N +A_,

Dzialajac na pierwsze z rownan (2.2.9) operatorem A,, na drugie operatorem A _ oraz
korzystajac z powyzszych zwiazkdéw, mamy:

A(A, +T+K)E +(A = A2+ A )Y, =0
A_(A, -1-k)¥, —(A* = A2 —A_)¥, =0.

W czterospinorze ¥ zalozyliSmy, ze jest on funkcja wlasng operatora X_ z wartoscia wlasng

m . Wykorzystujac rownania (2.2.4), mozemy przepisa¢ powyzsze rOwnania w postaci

m(m%ﬂ)\pl{ﬁ_(mg):(mgﬂ%:o
N LR |

Podstawiajac wyzej rownania (2.2.9), otrzymujemy:

(m+%+/<j(/\z ~1-k)¥, {Az —(m+l)2 +(m+lﬂtpz =0

—(m—%—K)(AZ +1+ k)Y, —[N —(m—%jz —(m—%ﬂ% =0,

Podstawiajac ponownie rodwnania (2.2.4), otrzymamy

(TP R U O A O

2
1 1 , 1)? 1
—\m-5- m+5+/< ¥ - A - m->) —\m-3 ¥, =0.
Po uproszczeniach dostajemy
ANY, = k(k+1)¥,,
5 (2.2.10)
NY, = k(k+1)¥,.

11



Powyzsze rownania sa rownaniami na wartosci wlasne dla operatora A’. Wiemy, ze
wartosciami wlasnymi tego operatora sa [(/+1), a funkcjami wlasnymi sa harmoniki

sferyczne, zatem powyzsze rOwnania mozna przepisa¢ w postaci

NY =(+1)¥,,

2.2.11
ANV, =1(1+1)Y,. ( )

Z por6éwnania (2.2.10) 1 (2.2.11) wynika, ze
K> +k=11+1)=0, (2.2.12)

skad z kolei wynika, ze
k=1 Vv k=—-l-1.

Ze wzgledu na stuszno$¢ rownan (2.2.4), musi zachodzié¢

1

leRl(r)Yl 2(;)’
1

T2:R2(F)Yl 2(f)-

Przepiszmy teraz drugie z rownan (2.2.8) w postaci:

(A, +1-k)¥, +A_¥, =0
(A, —1+k)¥, —A¥, =0.

Poréwnujac te réwnania z réwnaniami (2.2.9) zauwazamy, ze roéznig si¢ od siebie tylko

znakiem przed k. Oznaczajac rzad harmoniki sferycznej wchodzacej w sktad ¥,, ¥, przez
[" 1wykonujac w (2.2.10) i w (2.2.12) zamian¢ k <> —«, otrzymujemy dla sktadowych ¥, i
¥, nastgpujace rownania
ANV, = k(k-1)¥,,
ANV, = k(k-1)Y,,
oraz
" +1'—k(k=1)=0.

Rozwiazania powyzszego rOwnania sg nastgpujace:

Rozpatrzmy dwa przypadki



[+1

k=—-l-1 = 1 :{—1—2.

Poniewaz [’ jestnieujemne (jest to bowiem rzad harmoniki sferycznej), otrzymujemy:

[ dla k>0
T2 dla k<o,

' [-1, [=21, k>0
I+l 1=20, k<O.

Ze wzgledu na powyzsze zaleznosci oraz wzory (2.2.5) mamy dla x>0 (czyli k=1)

1

¥, =R, (F)YITP(’;)a
1
¥, = R4(’")YH : (f),

orazdla « <0 (czyli k=-1-1)
1
¥, = Ri(r)Y,, 2 (7).

1
¥, = Ri(r)Y,, (7).

Rozwazmy teraz rownanie na wartosci wtasne dla operatora Z° :

229 = j(j+1)¥. (2.2.13)
Poniewaz
1
22:A2+A~0-D+Z(0'D)2,
gdzie
3000
0300
D2 _
(") = 00 3 0/
000 3

oraz, po skorzystaniu z definicji operatora K, rownanie (2.2.13) przyjmuje postac
2 5 1 o .
A+ PR -] =j(j+1)¥.

Przedstawiajac funkcje ¥ w postaci (2.2.6) otrzymamy:

13



(wek-bo, = e,

(Az —1%——)?3 = j(j+1)¥,.

Jednakze ¥, jest funkcja wilasna operatorow A’ i Kz warto$ciami wihasnymi
odpowiednio (I+1) i —«, lubrownowaznie x(k+1) i —«. ¥, jest natomiast funkcja

wlasng operatorow A’ i K z wartosciami wlasnymi odpowiednio «(k—1) i +«.

Oznacza to, ze ostatnie rOwnania przyjmujg postaé

(k2 —1/4)¥, = j(j+1)¥,,
(k2 =174)¥, = j(j+1)¥,.

Aby rozwigzania powyzszych rownan byly nietrywialne, musi zachodzi¢
1

1 Y
2. 2 1) . 2
]+]—(K —4)—0 = j= -

2
Rozpatrujemy dwa mozliwe przypadki: « >0 1 k <0, przyjmujac przy tym, ze j>0:

k>0, «k=I[ = j=1-1/2,
k<0, «k=-I-1 = j=I[+1/2.

Najogolniej zwiazek miedzy liczbami kwantowymi «, j, / mozna przedstawi¢ w postaci
= (2j+1)i-)).

Zbierzmy powyzsze rozwazania w tabeli:

1
k>0, k=1, j=Il-— k<0, k=—=I-1, j l+5
m-t ot
leRl(’”)Yz 2(A) leR{(”)Yl 2(A)
1 1
¥, = R, ()Y, 2(#) ¥, = R;(r)Y, 2(F)
1 1
¥, = Rs(V)Yl—l : (f) ¥, = R;(’”)Ym 2(,?)
1 1
¥, = R4(r)YH 2(;.) ¥, = Rz{(’”)Ym : (f)

Tabela przedstawia funkcje wtasne hamiltonianu Diraca dla elektronu w polu centralnym
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2.3 Funkcje wiasne hamiltonianu Diraca w polu centralnym

Ponownie rozpatrzmy uktad rownan (2.2.9), gdzie ¥,, ¥, sa nastgpujacej postaci:

Korzystajac ze wzorow (2.2.4), (A.1), mozemy (2.2.9) przepisac nastepujaco:

(m—%+1+K)R1(V)Y;m 21(19)+\/(l+m+l)(l—m+ljR2(r)Y,m_;(ﬁ) =0,

2 2

\/(l—m+ %j(l+m+ l)Rl(r)lflrw';(ﬁ) + (m+%— 1- K)Rz(l")Yler;(f) =0.

2

Powyzszy uktad rownan musi by¢ spelniony dla dowolnego kierunku wersora #, wigc

(m+K+%le(r)+\/(l+m+%j(l—m+%)Rz(r) =0,
—\/(I—m+%)(l+m+%)R,(r)+(m—K—%jR2(r) =0.

Aby uktad ten posiadat nietrywialne rozwigzania, musi znikaé jego wyznacznik wiekowy.

2.3.1)

Dostajemy wigc

skad otrzymujemy:

Ze wzoru (2.3.1) wynika, ze funkcje Rl(r) 1 Rz(r) roznig si¢ tylko o staly czynnik. W

zwiazku z tym mozemy napisa¢, ze R,(r) i R,(r) sa proporcjonalne do pewnej funkcji P(r)

Podstawiajac te zalezno$ci do (2.3.1), otrzymamy

15



:(m+K+%)A+\/(Z+m+%j(l—m+%)3:|13(r)=0,
e )

Mamy do rozpatrzenia dwa przypadki: « =/ oraz k=-[-1.

Najpierw rozpatrzmy przypadek « =/. Podstawiajac t¢ zaleznos$¢ do (2.3.1) dostajemy:

(2.3.2)

Zakladamy, ze funkcja P(r) jest unormowana. Z warunku unormowania funkcji ¥ p

dostajemy, ze A + B> = 1. Wykorzystujac zwiazek (2.3.2), dostajemy

1 1

[—m+ [+m+—
U A RN L)
2[+1 7 2[+1 °

skad wynika, ze funkcj¢ falowa ¥, dla dodatnich « mozna zapisa¢ w postaci

1
[—m+— 1

v (r)= P(r)

v (r) = P(r) . (7), (2.3.3)
gdzie
l —m+ 5 m,l
_ 2(p
o TR
K+nz( )_ 1
[+m+ 5 il
—Y 2(
TPTIRY.

jest spinorem sferycznym dla « >0, co symbolizuje indeks «".
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Teraz rozpatrzmy przypadek « <0, tzn. k =—/—1. Podstawiajac t¢ zaleznos¢ do (2.3.1),

dostajemy:

Zatem funkcje falowa mozemy zapisa¢ w tym przypadku nastepujaco:

1
[+m+— 1
= 21+12Y1m2(A
¥ ()= ()| 2L
[—m+— 1
—ZYm+2(
21+1 !

‘llf([) oznacza funkcje falowa ¥, dla x <0. Zapisujemy powyzszy wzor jako

)
)
v (r)= P(r)Q_ (F), (2.3.4)
1
I+m+_ 1
—2Yz 2(7)
Qk’m(f)_ 2]+11
fomty
—Y 2 (s
TSN
jest spinorem sferycznym dla « <0, co symbolizuje indeks «~ . Poniewaz P(r) w ogolnosci

zalezy od «, funkcje P(r) we wzorach (2.3.3), (2.3.4) nie sa tymi samymi funkcjami.

gdzie

Analogiczne obliczenia mozna przeprowadzi¢ dla ¥, , otrzymujac dla « >0

¥y (r)

i0(r)a_. (7), (2.3.5)
gdzie

17



Indeks — «k* oznacza, ze jest to spinor sferyczny dla sktadowej ¥, przy «>0.

Dla k <0 otrzymujemy
¥, (r)=i0(rQ  (7), (2.3.6)

—K m

gdzie

[+m+— 1

Y, 2 (7)

21+3

Indeks —«~ oznacza, ze jest to spinor sferyczny dla sktadowej ¥, przy « <0. Jednostka

urojona w powyzszych wzorach pojawita si¢ dla utatwienia dalszych obliczen.

Zapiszmy teraz radialne funkcje w postaci

Pr) == P(r),
1 (2.3.7)
0r) =+ 0(r)

1
k>0, j=l—5 k<0, j=Il+—

(oG | o=t goad)

\P(+)(r)

r

Tabela przedstawia funkcje wtasne hamiltonianu Diraca w polu centralnym

2.4 Radialne réwnanie Diraca
Napiszmy rownanie wlasne dla hamiltonianu Diraca w polu centralnym (2.2.1)

[C‘a'~f)+,3rnc2 +V(r)]‘l’ =EVY.

18



Korzystajac ze wzoréw (2.1.3), powyzsze rbwnanie mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

co-p¥Y, = [E —mc” —V(r)]‘I/A,
co-p¥, = [E +mc’ —V(r)]‘I’B,

co jest rownowazne zapisowi

0¥, +0_Y, :cih(E—V—m&)\Pl,
0.V, —0.¥, —é(E—V—mcz)qu,
0%, +0_Y¥, zé(E—V+mcz)‘P3,
o,¥, —0.¥, = é(E—Vﬂncz)\P4

Symbole 0_, 0,, 0_ zdefiniowane sa w dodatku A.

Ponownie rozpatrujemy dwa przypadki: «k =/ oraz k=—-[—-1.

Dla k=1[ ze wzorow (2.3.3), (2.3.5), (2.3.7) oraz korzystajac z zaleznosci (A.2), (A.3)
dla harmonik sferycznych, mamy

d / E+mc* =V(r)
P+ Pl =R )

d / E —mc* =V(r)
00— 0l == ).

Dla «x=-I-1 ze wzoréow (2.3.4), (2.3.6), (2.3.7) oraz korzystajac z zaleznosci (A.2),
(A.3) dla harmonik sferycznych, mamy

d [+1 E +mc* =V(r)
EP(F) - TP(F) = 7 olr)

d [+1 E—mc* -V(r)
0+ gl = S )

Powyzsze uklady réwnan mozna zapisa¢ w bardziej zwartej postaci

R ER P AL
d K E-mc* -V(r) @41)
00~ gty = - EE T ),
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lub w postaci macierzowe;j

5 d «
me? —E +V(r) chl——+—
dr r
d «

P(r)
(Q(r)j -
chl —+— —mc* —E+V(r)
dr r
Przedstawiajac energi¢ catkowita E jako sumg energii kinetycznej & oraz energii
spoczynkowej mc”, tzn.
E =8 +mc*,

powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci

-& +V(r) ch(—ijtﬁj

r r

P(r)
ch(i + ﬁj —2mc* -& +V(r) (Q(r)] -

dr r

3. Potencjalne rozpraszanie elektronéw®
3.1 Obliczanie rézniczkowych przekrojow czynnych

Bedziemy zajmowac si¢ relatywistycznym opisem rozpraszania elektronéw na potencjatach
centralnych zanikajacych szybciej niz . Propagacje elektronu padajacego bedziemy
opisywac jako propagacj¢ fali plaskiej rozchodzacej si¢ w kierunku z. Asymptotycznie,
funkcj¢ opisujaca elektron zatozymy w postaci zlozenia fali plaskiej (od elektronu
padajacego) (por. 2.1) oraz rozchodzacej si¢ fali sferycznej:

¥(r) =<I)(r)+‘Pf(r) dla r—> . (3.1.1)
d(r) jest falg ptaska postaci
a,
a, |
o(r)=| °|e'*,
a;
a,

natomiast ¥, (r) jest fala sferyczna

3 Rozdziat oparty jest o nie opublikowane notatki R. Szmytkowskiego [5] oraz pracg M. Krosnickiego [6].
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Oczywiscie ¥ =r/r jest wektorem jednostkowym (wersorem) w kierunku r. Skladowe
asymptotycznej postaci funkcji opisujacej elektron (3.1.1) mozna przedstawi¢ w postaci:

ikr

¥, (r)=a, eikz+aL(9,go) przy r — o, (3.1.2)

r

gdzie u=1, 2, 3, 4. Pokazemy, ze amplitude F(#) mozemy przedstawi¢ w postaci
(3.1.3)

gdzie p, jest wektorem pedu czastki po rozproszeniu, dla ktorego zachodzi zwiazek
p, =hk,, gdzie k, = fk jest wektorem falowym czastki po rozproszeniu. Spinor y f(f) ma
postac

a;(7)
P

x,(F) = (a;( )j. (3.1.4)

W obszarze, gdzie V(r) zanika, funkcja ¥ spenia rownanie dla czastki swobodnej
(ca- p+Bmc* — E)¥(r) = 0. (3.1.5)

Podstawiajac do powyzszego rownania funkcje W(r) w postaci (3.1.1) i korzystajac z tego, ze

funkcja ®(r) spetnia rownanie wiasne dla czastki swobodnej, otrzymujemy

eikr

(ca' - p+Bmc’ - E)F(f) =0.

r

Obliczmy pomocnicze wyrazenie:
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Aeikr r d eikr eikr
D =—1h— =p; przy r — .
r o

Korzystajac z tego, mozemy przepisa¢ rownanie (3.1.5) w postaci
(ca- p,+Bme* — E)F(7)= 0. (3.1.6)

Przedstawiajac amplitude F(#) nastepujaco

1 podstawiajac ja do (3.1.6), otrzymujemy

A ) .
X_,v(") =Tmcz)(f(i’),

co konczy dowdd wzoru (3.1.3).

Spinor ®(r) opisujacy czastke swobodna daje sie przedstawi¢ w analogicznej postaci

X (7)
o(r) —[ co - p, (fJ e, (3.1.7)

E + mc? Xi

gdzie p, jest wektorem pedu czastki przed rozproszeniem. Funkcja ), ma postaé

o)
o=\, ) (3.1.8)

W teorii Diraca gestos¢ pradu prawdopodobienstwa definiuje si¢ nastgpujaco:
j=cVa¥.

Wyprowadzimy teraz wzor na roézniczkowy przekrdj czynny. Definiuje si¢ go jako stosunek
liczby czastek rozproszonych w jednostce czasu w jednostkowy kat brytowy do gestosci
strumienia czastek padajacych. Obliczmy najpierw liczb czastek d N rozproszonych w kat
brytowy dQ w kierunku 71, =7

dN=j,-dS=c¥a-i ¥, r’dQ=cF'(Fa-i, F(F)dQ, (3.1.9)
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gdzie dS jest powierzchnia zorientowang o polu infinitezymalnie malym 1 ustawiong

prostopadle do wektora 7,, a j, jest ggstoscia pradu czastek rozproszonych. Z drugie;

strony, d N jest proporcjonalne do modutu wektora gestosci pradu czastek padajacych j,
oraz do kata brylowego d{), a wspolczynnikiem proporcjonalnosci jest rézniczkowy
przekroj czynny o(#)

dN=0(#)j -h,dQ, (3.1.10)

gdzie n, jest wersorem w kierunku padania. Rozpiszmy nastepujacy iloczyn skalarny

ji i =cd (F)a-ad(F).

1

Poréwnujac wzory (3.1.9), (3.1.10) 1 korzystajac z ostatniej rownosci, dostajemy

B F'(F)a i, F(F)
' (Fa-n0(F)

(3.1.11)

o (#)

Korzystajac ze wzoru (3.1.3), przeksztatémy licznik powyzszego wyrazenia:

A X
o~ o-p, 0 o-n, /
FT(r)a-an(r)=()(} X;c—fj( 0 fj . o-p,; =

E+mc* )\o-n,
/ E+mc2Xf

A &) o-Py .
— 4 F . - -7 fo -7 .
—)(f(O' nf)c e Xrt+Xc e (0’ nf))(f. (3.1.12)

Korzystajac z whasnosci (0-A)(o-B)=A-B+io-(Ax B) dla dowolnych, komutujacych

z o operatorow A 1 B, mozna udowodni¢ zwiazek:

(@i o p,)=(op o i)=p,.
Wykorzystujac go w (3.1.12), otrzymujemy

2cpf ¥
E + mc? XXy

F'(F)a-a, F(F) =
Analogiczne przeksztalcenia mozna przeprowadzi¢ dla mianownika wzoru (3.1.11),
otrzymujac
2¢p,
o' (Fa-a,0(F)=—5xlx,.
() i () E-l-mCZXIXl
Korzystajac z faktu, ze dla rozpraszania sprezystego zachodzi p, =p,=p 1 po

podstawieniu powyzszych obliczen do (3.1.11), otrzymujemy
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N XX
o(F) = .
XiXi

Wykorzystujac zwiazki (3.1.4), (3.1.8), mozna przepisa¢ wzér na rézniczkowy przekrdj
czynny w postaci

2

12
a,

—+

o(0,9) =5 aﬁz. (3.1.13)
‘al‘ +‘a2‘

3.2 Metoda przesunie¢ fazowych

Przepiszmy uktad réwnan (2.4.1) w postaci

Lo+ lp ==t

r Qk(r)’
dd” i Z" i G2.1)
Lo m-*00--ELp0),
C

gdzie E, = E+mc*, E_=E—mc’. W przypadku czastki swobodnej (tzn. V = 0) powyzszy
uktad rownan mozna przepisa¢ w postaci

d < K ~ E, ~
P(r)+—P(r)=—=0.(r), (3.2.2)
dr r ch
d ~ K ~ E
3 00)-"0,()=-"—=F() (3.2.3)
r r c
Rozniczkujac po 7 oraz przenoszac wszystkie cztony na jedng strong rownania, dostajemy
d*> ~ K ~ Kk d ~ E, d ~
P(r)—— —— P (r)——— =0 324
er K(r) r2 K(r)+l"d7" K(r) Ch d}" K(r) b ( )
d*> ~ K ~ kK d ~ E d -
— -——— ——P(r)=0. 3.2.5
d ZQK(F)+F2 QK(r) VerK(r)+ Ch dl’ K(r) ( )
- . dOo(r) dP(r
Z rownan (3.2.2), (3.2.3) wyznaczamy odpowiednio

oraz 1 podstawiamy
r dr
odpowiednio do rownan (3.2.4), (3.2.5). Po tych operacjach otrzymujemy

d? - 5 d ~ E, - EE -
L rn-Erm+ L r0)-Ep )L
;

r r\dr “ ch (ch)_ (1)=0,
d> K ~ k(d ~ E. EE ~ .\
0.0+ 5004005 n )+ 0.0
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Wykorzystujac w powyzszych réwnaniach odpowiednio rownania (3.2.2), (3.2.3),

otrzymujemy
d* - k(k+1) ~ ~
P Pk(r) 3 K(r)+k2PK(r) =0,
r r
5 (3.2.6)
d ~ k(=1 ~ 5 ~
er K(r)_ rZ K(r)+k QK(V):O,
gdzie k* oznacza
2 E—E+
k" =k k, = >,
(ch)
dzie z kolei & _E k _&
gdzie z kolei = k=

Réwnania (3.2.6) sa roOwnaniami typu Riccati-Bessela, dzigki czemu 13K mozemy

przedstawi¢ jako superpozycje funkcji Riccati-Bessela:

P(r) = 4j,(kr) + B3, (kr) (32.7)

Podstawiajac to réwnanie do (3.2.2) otrzymujemy

0.61 = i A e+ 7,60 |+ i) 500 |

+

gdzie prim oznacza rézniczkowanie po kr .

Korzystajac z wlasnosci rekurencyjnych dla funkcji Riccati-Bessela (B.1), (B.2)

otrzymujemy

0.(r) = / [A],1 kr)+ B, (kr)] dla x>0, (3.2.8)
/ [A],+1 (kr)+ B, (kr)] dla k <0. (3.2.9)

Przy zalozeniu, ze potencjat V(r) w réwnaniach (3.2.1) dostatecznie szybko zmierza do zera
przy r — oo, powinno zachodzi¢

P(r) > P(r),

0,(r) > 0,(r)

ze wspdlczynnikami zaleznymi od postaci potencjatu V(7). Przepiszmy powyzsze rownania
nastepujaco:
P.(r)— C[j,(kr)cosdk —,(kr) sincSK] przy r— o,
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ko 1 A .
0.(r) > /k—C[jH(kr) cosd, —p, (k) sm(SK] przy r—> o dla k>0,
k7 A A .
0.(r) > - /k—C[jHl(k}")COS(SK —ym(kr)smék] przy r > dla k<0,

gdzie 0, jest przesunigciem fazowym. Poréwnujac te warunki z (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9),

mozna zauwazy¢, ze wspotczynniki 4, B powinny by¢ postaci

A=Ccoso,,
B =Csing,.

Dla bardzo duzych r, korzystajac z asymptotycznej postaci funkcji Riccati-Bessela, funkcje

P.(r), O.(r) mozemy zapisa¢ w postaci

K

roso . nl
P.(r)— Csm(kr Y + 5Kj

—)/ Csm kr— ) 6) dla x>0,
0. (r)—2—- ’k Csm(kr— (12+1)+5Kj dla «<0.

Powyzsze wzory mozna zapisa¢ w bardziej zwartej postaci

oraz

P.(r )—)Csm(kr—n—lJr(S ) (3.2.10)

—) / Ccos kr——+5 )

3.3 Metoda fal parcjalnych

Na mocy wzorow (3.1.3), (3.1.7) widzimy, ze aby otrzyma¢ wszelkie informacje o
rozpraszaniu, wystarczy rozpatrywac tylko duza sktadowa funkcji ¥. Duza skladowa fali
padajacej moze zosta¢ rozwini¢ta w bazie sferycznych funkcji Bessela j, (k7)1 wielomianow

Legendre’a P(cosf) w nastepujacy sposob:

o, (r) = (“ ] o =3 14 1) j,(kr)P,(cosH)( @ j |

a_i, =0 a_i,

Wielomiany Legendre’a mozna wyrazi¢ przez harmoniki sferyczne wzorem
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A _yopy.

Bleost) =37 70

Podstawmy ostatni wzor do przedostatniego, otrzymujac:

®,(r) = ii’ Jan(21+1) j,(kr)Y,o(i)( 2 j . (3.3.1)

1=0 a—1/2

Wprowadzmy dla funkcji opisujacych spin elektronu w kierunku osi z oraz —z oznaczenia,

1 0

Wykorzystujac te notacje¢, wzor (3.3.1) zapisujemy w postaci

odpowiednio

0, ()= i a0,k () Yy (332)

1=0 m=F1/2

gdzie s =1/2. Przepiszmy powyzszy wzOr w postaci

o0

®,(r)= D i Jan(21+1)j,(kr) D a, ¥ (F)x" .

1=0 m=¥1/2

Tloczyn Y'(#)x” rozwijamy w bazie spinorow sferycznych (., nastepujaco
1+1/2
Ylo(f))(;" = Z<Zs 0 m‘j m>Qﬂm(f) ,
j=li-1/2|

gdzie wspotczynniki <l s0 m| Jj m> sa tzw. wspolczynnikami Clebscha-Gordana, przy czym w
powyzszym wzorze skorzystaliSmy z faktu, ze m, + m_ =m, a m, = 0. Dla wspotczynnikow
Clebscha-Gordana stosujemy oznaczenie <l sm; m, ‘ i m>, gdzie liczby kwantowe po lewej

stronie to odpowiednio

[ —liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu,
m, — rzut orbitalnego momentu pgdu na wyrdzniong os,

s — warto$¢ spinu
m,— rzut spinu na wyrdzniong os.

W powyzszym rozwinigciu dla kazdego /# 0 otrzymujemy dwa wyrazyz j=/-1/2 oraz
j=1+1/2, natomiastdla /=0 tylko jeden wyrazz j=1/2.Podstawiajac to rozwinigcie

do (3.3.2) otrzymujemy
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j¥l/2 w

= > D ilanr ), (k) D a, (s 0 m|jm,, (7). (3.3.3)

j=li-1/2| 1=0 m=7F1/2

Zamiast uzywac pary liczb kwantowych j 1 [, bedziemy uzywac jednej k (por. rozdziat
2.2), gdyz wyznacza ona jednoznacznie zar6wno j
1
- |K| - 7 5
jaki !/

} K dla k>0
|—k-1 dla «k<0O.

We wzorze (3.3.3) zamiast dwoch sumowan po j ipo /, mozemy napisac jedng sume po «

,(r) = D i' an(20+1)j,(kr) D a,(Is 0 m|jmi,, (7). (3.3.4)

K=—00 m=F1/2

Korzystajac z symetrii problemu rozproszeniowego (pole centralne) oraz ze sposobu
rozwinigcia dla czastki swobodnej, duza sktadowa funkcji falowej ¥, dla elektronu

rozproszonego mozna przedstawi¢ w postaci

- iil Jan(21+1) £ ) D a,(ls0m|jma,, (7). (3.3.5)

m=F1/2

Daleko od centrum rozproszeniowego roznica funkcji ¥, —®, powinna opisywac falg
sferyczng rozchodzaca si¢ od centrum (por. wzor (3.1.2)).
ikr

v, -0, > Fd(f)e— przy r — . (3.3.6)
r

Ze wzgledu na posta¢ funkcji ¥, oraz @, amplitude F,(#) postulujemy w postaci
Z\Mn 2+ 0)F, Y a,{ls0m|jmQ,, 7, (3.3.7)
m=%F1/2

gdzie ¥, jest wspolczynnikiem do wyznaczenia. Podstawiajac wzory (3.3.4), (3.3.5) do
(3.3.6), otrzymujemy

¥ ( Z Jar(ai+ 1) )=k (k) >a,(ls0m|jma, (). (338

m=%F1/2

Poréwnujac wzory (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) otrzymujemy
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R-nlk) e

K
7

przy r — . (3.3.9)
Skorzystamy teraz z asymptotycznej postaci radialnej funkcji falowej (3.2.10)
rosw : ml
P(r)—/2> 4, s1n(kr -5 (5K)

oraz sferycznej funkcji Bessela

, =00 1. nl
U,(kr)—);sm kr—; )

Podstawiajac te wzory do (3.3.9) otrzymamy

. .l
il ])K(r) _Ul(kr) roo 1 |:(AK eirSK _l) ei(krnl/Z)_(AK e—iék _l) ei(krnl/2):|. (3310)

r "2ir k k

Poniewaz zachodzi e'™? =i', réwnanie (3.3.10) mozemy przepisaé w postaci
P e k 1 ) 1 ikr _l ) 1 —ikr
TAGE Y G L C I R\
r 21\ ¢ k) r 21 U ° k) r

ikr

Poréwnujac ostatni wzor z (3.3.9) widzimy, ze wspotczynnik stojacy przy e ' powinien

by¢ rowny zeru, otrzymujemy wigc

oraz
1 |
7: =—_(A elé‘——j.
210" k
Po podstawieniu do tego wzoru wyrazenia na A, otrzymujemy

1 is,
ﬁZE(CZ(s 1).

Podsumowujac, wzor na amplitudg rozpraszania mozemy zapisa¢ w postaci

F,(F)= ﬁ i,mn(zl +)(e® 1) Y a,(ls 0m|jm,, (7). (3.3.11)

m=F1/2

Przedstawimy teraz amplitudg¢ rozproszeniowa nastg¢pujaco
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Fi(7) = M(f)( i J , (33.12)

a_i,

gdzie M(#) jest macierza 2 x 2. Powyzszy wzor przepiszemy w postaci

A= > > a, MRy (3.3.13)

m=F1/2 m'=¥1/2

Zauwazmy, ze spinor sferyczny Q. (#) mozna rozwinaé nastepujaco

Q)= 2 (s (m=m') m'| jm)ym (F)x

m'=F1/2

gdzie wykorzystano fakt zachodzenia rownosci m =m'+ m,. Podstawiajac powyzszy wzor

do (3.3.11), dostaniemy

Fd(f‘)— Z,/4n 21+1 el — Z Z lsOm|jm><ls(m—m’)m’|jm>Y,””’"'(f)Xs’"'.

m=F1/2 m'=¥1/2

Zmieniajac w powyzszym wzorze kolejnos¢ sumowania i poréwnujac go ze wzorem (3.3.13)

widzimy, ze musi zachodzié¢

o0

Mm,m(f)zﬁz an(20+ 1) (e =1)(s 0 m| jm)(ls (m—m') m'| j m)Y"™ (7). (3.3.14)
znak « J m =1/2 m' =-1/2
k<0 1+1 [[+m+1/2 [[—m+1/2

2 20+1 20+1
k>0 L [[—m+1/2 [[+m+1/2
2 N 20+1 20 +1

m' jm>

Postugujac sie¢ powyzsza tabela, obliczymy iloczyny wspdtczynnikéw Clebscha-Gordana i

1
Tabela przedstawia wspotczynniki Clebscha-Gordana <l 5 (m—m')

w ten sposob znajdziemy jawna postaé wyrazéw macierzy M(#). Rozpatrzymy przypadki

1
1. Gdy m' =m =
ym =m=>

e Dla k>0
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IS VA I (] _( /1—1/2+1/2j2_ I I
2 "2l 2\ 2 Va2l )T 2+1 T2+l 2041
e Dla k<0

SIS VS S IS /1+1/2+1/2]2_z+1_ K
2 "2l 2N 2 T2l )T 2 +1 o041 20+1

Poniewaz zachodzi wzor
21+1
Y,O(f)a/ 1 P(cosf), (3.3.15)
TU

wzor (3.3.14) mozemy zapisaé nastepujaco

o0

1 :
M, (7)== lde* = 1)P(cosb).
% F 21kZ:K(e ) cos

K=—00

N | —

1
2. Gdy m’:m:—E

e Dla k>0

PP | AV SR 1 A O VR VA O B
27 2l TN 2 Y Tl T/ T 2+1 T2+l 20+1°

AL (R VAR S I l_(/l+l/2+1/2j2_l+1_ K
27 T2l TN 2 Y Tl T/ T 20+1 T2+l 20+

Korzystajac z powyzszych przeksztalcen oraz wzoru (3.3.15), wzér (3.3.14) mozemy

zapisa¢ nastgpujaco

1 < .
M 1(f):ﬂZ:|/<|(ez'5*—I)PK(cose).
22 g
1 1
3. Gdym':E, m=->
e Dla x>0
<110 1" 1><11 11" 1> I(1+1) I(1+1)
_— — . e — e —_— ) = — = —S9on
2 VTl AN Y Tl T, Qi+~ B (241
e Dla k<0
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<z 1 0 1‘, 1><z 1 . 1‘, 1> I(1+1) I(1+1)
— _— R — -1 — - )= = —SgnkK .
27 2 2N 2 T2l T2 T e T ()

21 +1

—pl Qe ¥
ani(l+1) / (cos6)e

Podstawiajac go oraz obliczone wspotczynniki Clebscha-Gordana do (3.3.14),
otrzymujemy
) 1

M, (F)=- ngnk 2% 1) P!(cosf)e™
17 2ik

Przepiszmy ten wzor w postaci

M, _i(f) =7 i ngnke2‘6 P!(cosh)e ‘“’+ﬁ ngnKP (cosf)e”
2 2

Po skorzystaniu w powyzszym wzorze z relacji P’ (cosf) = P"(cosf) zauwazamy, ze

jego drugi czlon zeruje sig, dzigki czemu dostajemy ostatecznie

M, (F)= 2% Pl(cos
;_;(r) 5 stgnKe '(cos@)e™
1 1
4. Gdym':—g, m:E
e Dla x>0
<1 1 0 1‘, 1><1 1 | 1‘ _ 1> I(1+1) I(1+1)
—_ J— J— — — —_— ) = — = —SoNnkK .
2 Vol 2N 2 T2 2 Qi+ (241
e Dla k<0

<l% 0 %‘f %><’ % ! ‘%‘f %> - \/(;(zl: 11))2 sk (;(zl: 11))2 |

Dla funkcji sferycznych zachodzi zwigzek

21+1

_ —Pl 9 ig
ani(l+1) / (cosO)e

Podstawiajac go (oraz obliczone wspolczynniki Clebscha-Gordana) do (3.3.14) dostajemy
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=7 i ngnk 210 1) P! (cosf)e'”
1 =

ll
22

Przepiszmy powyzszy wzor w postaci

A 210,
M (F) = 2ik - ngnke “ P!(cos@)e'” T3k ngnKP (cosf)e'*

r
22

Tutaj rowniez drugi czton zeruje sie, dzieki czemu dostajemy ostatecznie

1
M (#) :—stgnKem P!(cosf)e'*

r
22
Wprowadzajac oznaczenia

Z| (&2 ~1) P (cosh), (3.3.16)

216,
2(0) = zlstgnKe < P'(cosh), (3.3.17)

macierz M(#) mozna zapisaé nastepujaco

M(F) = [g(J;()i)w B g(e)e-wj . (3.3.18)

Wzory (3.3.16), (3.3.17) mozna zapisa¢ w postaci

f(6) Zﬁi[l+l 200 ) 4 e~ ]P (cosh),

=0

1

0
_ _Z 208, _ o210 1 (COSH)

N‘

Oznaczajac przesunigcia fazowe odpowiednio przez ¢, =0, oraz 6 ,,=0,, powyzsze

wzory mozemy przepisac jako

7(6) = ﬁi[(z (e 1) 1(e 1] (eost).

2(6) = ﬁi[em’ — e ]P,l(cosé) .
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Napiszemy teraz jawny wzor na amplitud¢ rozpraszania. Dla uproszczenia oznaczen

przepiszemy wzor (3.3.12), ktadac a,, =a,, a_,, =a,.

Powyzszy wzor, uzywajac wzoru (3.3.18), mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob

() - gO)e a,
FilF) = [ ¢(6)e* a, + 1(0)a, j '

Duza sktadowgq funkcji falowej dla elektronu rozproszonego mozemy zapisa¢ w postaci

(alj ikrcosf [f(g)al _g(e)e—“ﬁ azj eikr
€ +

a, g(f)e'” a, +f(9)az r

@, (F) =
Korzystajac z (3.1.13), obliczymy dla powyzszej funkcji falowej rézniczkowy przekroj
czynny

£ (0)a, - g(6)e 7 a,| +|(6)e a, + f(6)as|

‘2

0-(9>90) = 2
‘al‘ + ‘“2

Po elementarnych przeksztalceniach otrzymujemy

o (6,9) =1 (0) +|g(0) +— a,a,¢*+a, T et [7(6)g"(6)- 17 (6)g(6)].

2
ar|” +a

Réwnanie to, po wprowadzeniu funkcji Shermana

*

if(G)g*(H)—f (0)g(0)
o) +lgo)

mozemy przepisaé nastgpujaco
* in * _1'¢
—aa,e’"+a,a,e

. 2 2
l‘al‘ +“’2‘

o(0.¢)=[|£(6) +[g(0) | 1+5(0)
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4. Metoda J-macierzy

4.1 Nierelatywistyczna metoda J-macierzy

Niech {(bi }:10 bedzie baza Laguerre’a lub Gaussa (Hermite’a) (patrz dodatek C). Tylko

druga z wymienionych baz tworzy baz¢ ortogonalng, jednak nam wystarczy, aby baza byta

i
n

biortonormalna. Elementy {52}:0:0 sa biortonormalne do {¢ }:):O w odniesieniu do

ponizszego iloczynu skalarnego:

(. |!)

[oL0n)0: () dr =5,

Najistotniejsza dla nas wlasnosciq powyzszych baz jest fakt, ze operator radialnej energii
kinetycznej

k*o1d I+ k7
2 2

1
H, - = + -
0 2dr? 22

>

rozwinigty w dowolnej z nich, daje trojdiagonalng postac (forme¢ Jacobiego):

Jﬂll’l = <¢in

W powyzszych rownaniach k jest liczbg falowa zalezna od energii & i masy m czastki

2

];2
(HO——j¢ﬁ,>, J. #0 tylkodla m=n, n+1.

bombardujacej, tzn.

F =2 (4.1.1)
- h . . .
Nalezy podkresli¢, ze elementy macierzowe J,, sa funkcjami k, tzn. g, = Jmn(lz )
Regularne rozwiazanie S(l? ,r) roOwnania
k2 o~
(HO - 7] S(k.r)=0 (4.1.2)

jest wprost proporcjonalne do funkcji Riccati-Bessela i spetnia ponizsze zaleznosci:
N I+1 g 7—>00 . ~ TCl
S(k,r)~r dla » > 0 oraz S(k,r)—>sm kr—; .

Uzywajac rozwinigcia S(l; ,r) w bazie {(ﬁi} , np.
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D Jsl =0, (4.1.3)

Uzywajac jawnej postaci elementdow macierzowych J ., mozna znalez¢ wspotczynniki

mn 2

rozwinigcia s . Procedura ta jest doktadnie opisana w [3]. Znalezione wspétczynniki sa

~

funkcjami & , tzn. sl = S,ll(k).
W celu rozwiagzania zagadnienia rozpraszania wprowadzi¢ nalezy druga funkcjg C(l? ,r)

typu kosinus. Potrzebujemy jej, aby spetnione byty nastgpujace zaleznosci:
=~ I+1 2~ r—o ~
C(k.r)~r" dla r—0 oraz  C(k.r)—"">cos kr—=].

Nie moze nig by¢ drugie rozwiazanie jednorodnego réwnania (4.1.2), bo rozwiazanie to,
proporcjonalne do funkcji Riccati-Neumanna, jest osobliwe w zerze, czego chcemy uniknag.
Funkcje C(l? ,r) znajdujemy, rozwigzujac ponizsze, niejednorodne réwnanie:

L3

.
2s,

(HO —%jC(l?,r) = Boo(Ar), gdzie B=-

W powyzszym réwnaniu s, jest pierwszym wspotczynnikiem rozwinigcia rozwiazania typu

sinus. Mozna teraz napisac, ze wspotczynniki rozwinigcia funkcji C(/; ,r) spetniaja rownanie
D Tl = B (4.1.4)
n=0

Wspotczynniki ¢ mozna znalez¢ metoda podang w [3]. Zaréwno ¢!, jak i s), sa wypisane w

dodatku C. Obliczonych rozwinigé

uzywamy do znalezienia przyblizonego rozwigzania zagadnienia rozpraszania na potencjale

V =V(r) zanikajacym do zera szybciej niz potencjat kulombowski:
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e
(Ho-l-V—?j‘PE =0. (4.1.5)
Zastgpujemy potencjal V' potencjatem obcigtym w nastgpujacy sposob:

vy =plvp,,

gdzie P, jest uogdlnionym operatorem rzutowania:

6. )(@..

N-1
Py=)
n=0

Nowy, obcigty potencjal moze by¢ zapisany w bazie {q)i } jako macierz N x N z elementami

macierzowymi okreslonymi nast¢pujaco:

vy = (¢! Ve ). (4.1.6)

Teraz doktadne rozwiazanie nowego zagadnienia

~

k2
@%+VN—3JT5:O, (4.1.7)

moze by¢ rozwinigte w bazie {¢fl} W nastgpujacy sposob:

¥ (r) = Zai(ﬁi + S(k,r) + tNC(k,r),
n=0
co jest rownowazne
N-1 ©
V(=D aid,+ D (s, +1ycl)o,
n=0 n=N

Dzigki takiemu rozwinigciu spetnione sg warunki brzegowe:

. ~ N - ~ [
Y (r) —2 sin(kr - %j + thos(kr - %j .

Wielko$¢ 7, = tggN jest przyblizeniem poszukiwanego tangensa przesunigcia fazowego

r= tgg dla doktadnego rozwiazania ¥, rdwnania (4.1.5).
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Lewa strona rzutu (4.1.7) na baze {qﬁi} daje nam nieskonczenie wiele rownan ze wzgledu
na n. Jednakze wszystkie réwnania dla » > N +1 sa automatycznie spetnione, poniewaz
wspotczynniki s', ¢! spetniaja te samg rekurencyjna zaleznos¢ (4.1.3) dla dowolnych m > 0.

Wyraznie to wida¢ na ponizszym, schematycznym przedstawieniu tych réwnan:

0 N-1
0 (X X X X X X X| d! 0
X X X X X X Xi d| 0
X X X X X X X|
X X X X X X Xi 0
X X X X X X Xi
X X X X X X X| .
N-1X X X X X X XX dy_,
""""""""""" XTx x T s el |7
EX X X S5V+1+tg5Ncﬁv+l
i X X X S§V+2+tg5Nc5\7+2
0 i X X X
|
|
|
|
|
|
|
|

Dla m=0.. N -2 mamy réwnania:

=

-1

(J, +VY)d! =0,

B
I
(=]

dlam=N-1:

=

(JNfl,n + V/\]/\il,n )d,i +J N (Sjv +1g gzvciv) =0,

S
I
(=1

dla m=N:
! / T i T
‘]N,N—ldN—l + JN,N (SN + tgéNcN) + JN,N+1(SN+1 + tg5N0N+1) =0,
dla pozostatych m > N :

/ < ! / T / l 5 ! —
JN+1,N(SN + tgéNcN) + JN+1,N+1 (SNH + tg6N0N+1)+ JN+1,N+2 (SN+2 + tgéNcNJrZ) = O ‘
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Pozostaje zatem do rozwigzania skonczony uktad réwnan z N +1 niewiadomymi:

Tys {ai } :: . Schematycznie, réwnania te wygladaja nastepujaco:

)00 J+V)O,N—2 + )0 N-1 i 0 a(l) 0
J+V), J+V) v (J+V), vy | 0 al 0
|
. | .
. I .
| =
(J+V)N 2.0 (J+V)N—2N2 (J+V)N N1 | 0 aﬁv—z 0
|
Py o TP UV b e (@ || = vansy
0 0 T e NN A Ty vaSha

Rownania te mozna tatwo rozwiaza¢ ze wzgledu poszukiwany tangens. W szczego6lnosci,

uzywajac rekurencyjnej zaleznosci dla elementow J, mozna wyliczy¢, ze

~ shoo+ E)J s
7 —tgd, = - N-1 gN—l,N—l( ) N.N-1 le ’ (4.1.8)

Cﬁ\H + & no1vo (8 )JN,N—ICN

gdzie

N-1
Zrif—l,n
gy ana(8)= a?T (4.1.9)

Macierz o= jest macierza diagonalizujaca zagadnienie

~

k2
[FTPNT(HO +V—7]PNFJ =(&,-&)5,,- (4.1.10)

mn

Zalezna od energii wielko$¢ g,_, (&) moze by¢ traktowana jako macierzowy element

odwrotnosci  obcigtego operatora PNT(H0+VN -k 2/2)PN, ograniczonego do N-

wymiarowej przestrzeni, gdzie potencjal nie znika.

Wielkosci &, sa tzw. warto$ciami wlasnymi Harrisa.
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4.2 Relatywistyczna metoda J-macierzy*

Chcemy znalez¢ relatywistyczne odpowiedniki funkcji S(l? ,r) 1 C(l; ,r) w odpowiedniej
bazie, a takze wyliczy¢ relatywistyczne elementy macierzy Jacobiego w tej bazie. W tym celu
rozpatrzmy réwnanie Diraca dla czastki swobodnej w nastgpujacej postaci:

mc* — E d +/< ()
O el
(ﬂ‘) ch)T_ 4 « —md—ENG(r) \0)’ “2.1)
dr r ch

E oznacza tutaj energi¢ catkowita, zwiazang z energia kinetyczna i spoczynkowa zaleznoscia
E =8 +mc*. Niech I(k) bedzie nieujemnym rozwiazaniem rownania «(k +1)=1(1+1),
tzn. /=k v [=-k—1 odpowiednio dla dodatnich i ujemnych « (por. rozdzial 2.2).
Roéwnanie (4.2.1) ma wtedy dwa niezalezne rozwiazania. Pierwsze z nich, regularne w zerze

v, (r) = (F’eg(r)j ~( Ji(br) J, (4.2.2)

Greg (r) ieflil(kr

jest wyznaczone przez funkcje Riccati-Bessela 2z nastgpujacymi zachowaniami

asymptotycznymi:
o x—0 le 0 X—>00 : Tfl
7,(x) > @+ oraz j,(x)—"— sm(x — ?) .

Wielkosci € oraz k zdefiniowane sg nast¢pujaco:

|E — mc? \/(E—mcz)(E+mc2)
E+mc*’ k ch '

Wielko$¢ k& zbiega si¢ w przypadku nierelatywistycznym (¢ — o) do nierelatywistyczne;j

\2mE

h

Drugie rozwiazanie rownania (4.2.1), nieregularne w zerze, jest okreslone jako

¥, (r) = (F"”(r)j ~( — (k) ] . (4.2.3)

Girr (]") tTe ﬁlil (kr)

€

liczby k =

Tutaj mamy funkcje Riccati-Neumanna z wtasnosciami:

* Rozdziat ten jest oparty na pracy P. Horodeckiego [4].
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W obydwu rozwiazaniach (4.2.2) i (4.2.3) gorne i dolne znaki w matych sktadowych dotycza
odpowiednio ujemnych i dodatnich « .

Z powyzszych rozwazah wynika, ze regularne rozwigzanie ¥, jest relatywistycznym

odpowiednikiem nierelatywistycznej funkcji S(l: ,r). Oznaczmy rozwiazanie typu sinus ¥, ,

symbolem W¥,. Aby =znalezé macierz Jacobiego, wprowadzmy odpowiednia bazg w

przestrzeni Hilberta L’ (O, oo)@ C?, w ktorej zdefiniowany jest operator Diraca z réwnania
(4.2.1).

Niech {(bi (x)} ponownie bedzie baza Laguerre’a lub Gaussa i niech

o1 =2+ g,

r dr

Wtedy baza zdefiniowana dla naszych potrzeb ma postaé:

(aﬁf,(oh)j o ()= (wi??tr)j ' (4.2.4)

Taki wybor bazy zapewnia, ze spetniony jest warunek rownowagi kinetycznej.

@, (r)

Elementy biortonormalne do powyzszych funkcji maja postac:

oulr)= [52 E?”J . Pl (w;?m) '

Dla naszych celow nie jest konieczna znajomos¢ jawnej postaci funkcji biortonormalnych.
Chcemy teraz znalez¢ rozwinigeia rozwigzania typu sinus Wy =¥, oraz typu kosinus

¥.. Stawiamy nastgpujace zadania:

(1) ¥. powinno mie¢ asymptotyczng forme jak ¥, ;

(2) ¥. powinno wykazywac regularne zachowanie w zerze;

(3) wspotczynniki rozwinigcia ¥, powinny spetnia¢ te same réwnania co wspoOlczynniki

rozwinigcia ¥ =V, .

Najpierw rozpatrzmy rozwigzanie
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niejednorodnego roéwnania typu (4.2.1)

(?{0 - E)‘I’ =P, . (4.2.6)
ch

Indeks U =S, C oznacza odpowiednio rozwigzanie typu sinus i kosinus
Niejednorodno$¢ wybieramy w postaci

0,4, . ¢
(I)inh :®3K = 0 ) glee U:S; C oraz QS :0, QC =——.

Sy
Rownanie (4.2.6) mozna zapisa¢ jako
d _
(ﬁ__jGU —ke F, = Q¥
r dr
d L (4.2.7)
K
—+—|F, ——G, =0.
(r dr) voe Y
Wprowadzmy teraz relatywistyczny odpowiednik macierzy Jacobiego:
ss' K E s
T = <(I>mK (7‘10 __h)(D"K> , & 8'=%, mn=0,1,2, .. (4.2.8)
c
Elementy macierzy J mozna wyrazi¢ w bardzo prostej postaci. W tym celu zdefiniujmy
macierze ,, o wymiarach 2x2 jako {j m”}ss' = 7. Nowe macierze otrzymuja teraz
wyjatkowo prosta formeg:
~ke(gllon) (i lvl)
= k . (4.2.9)
ilws) ==l lvs)

Wystepujace w powyzszym wzorze catki, wypisane w dodatku C, taczy z
nierelatywistycznymi elementami J-macierzy nastgpujacy, prosty zwiazek:

~

1 2

! I k_ I
o =500 00 ) -0

). (4.2.10)

Teraz mozemy przewidzie¢ rozwinigcia obydwu rozwigzan w bazie (4.2.4) w ten sposob, ze

duze skltadowe rozwiazan typu sinus i kosinus sa dane przez identyczne wspoOtczynniki
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rozwini¢¢ jak w przypadku nierelatywistycznym, wzigte w punkcie 4, oraz wspotczynniki

matych sktadowych sa odpowiednio przeskalowane:

¢,
Zzunkcbé —Z u' (k) €yils U=SCo u=sc. (4.2.11)

s=t n=0 n=0 K n

Latwo mozna sprawdzi¢, ze powyzsze wyrazenie rzeczywiscie jest rozwigzaniem réwnania
(4.2.1). Mianowicie, podstawiajac je do tego rOwnania 1 uzywajac definicji elementow
macierzowych (4.2.8), dostajemy nieskonczony uktad réwnan:

DD TS =0,66,,8,. . s=£, m=0,1,2, .. (4.2.12)

s'= n=0

Dla ustalonej pary (m, n) drugi element dolnego wiersza macierzy (4.2.9) jest przeskalowany

2% 9

przez —— 1 dostajemy od razu, ze wszystkie rOwnania (4.2.12) z uyjemnym indeksem s =
€
sq speinione.

Przywolujac definicje /=1(k) po wycalkowaniu przez czesci dostajemy, ze

(wilv) = <(K ddr)asf (§+%j¢;>=<¢; (—f%+l(l;1)j¢i>.

Biorac pod uwage ksztalt gérnego wiersza macierzy (4.2.9) oraz tozsamos¢ (4.2.10),

natychmiast dostajemy, ze rownania (4.2.12) z indeksem s ="+ maja identyczng postac jak

uktady rownan (4.1.3), (4.1.4), wyliczone w punkcie k zamiastw k . Pokazalismy wicc,
ze rozwinigcia (4.2.11) rzeczywiscie sa rozwigzaniami rownania (4.2.7). Z przypadku
nierelatywistycznego wida¢, ze ich duze sktadowe maja pozadane wlasnosci w zerze i
nieskonczonosci. Ponadto, rownania (4.2.1) sa ze soba powiazane i zachowanie jednej
skladowe] wyznacza zachowanie drugiej. Stad obie skladowe rozwigzan ¥, 1 ¥. maja

pozadane zachowania asymptotyczne, tzn. ¥ jest regularnym rozwigzaniem, ¥, natomiast

zachowuje si¢ jak ¥, w nieskonczonosci oraz jak ¥, w zerze. Poniewaz niejednorodnos¢

wiaze tylko biortonormalny element ¥, , to obydwie funkcje spetniajg ten sam uktad rownan.

Rozwazmy teraz rozpraszanie na dostatecznie regularnym potencjale V =V(r)
zanikajacym w nieskonczonosci szybciej niz potencjal kulombowski. Szukamy zatem

rozwigzania nastgpujacego rownania:

VvV F
AN PN
ch ch
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Rozwigzanie tego rGwnania powinno speinia¢ nastgpujacy warunek asymptotyczny:

¥, (k,r) ~ ¥ (k,r) +t¥, (k,r)

gdzie ¢ = tgd jest poszukiwanym tangensem przesunigcia fazowego.

W celu rozwinigcia formalizmu relatywistycznych J-macierzy uzywamy uogdlnionego

operatora rzutowania

P=> > |@3 )@,

s=t n=0

definiujac za jego pomoca obciety potencjat
N iV
Ve =9y EPN . (4.2.13)
Teraz szukamy doktadnego rozwiazania rownania z obcigtym potencjalem

EYowin
gj ¥ (r)=0. (4.2.14)

(7{0 +V V-

Nalezy zauwazyé, ze dla dowolnej W e L?(0,0)® C* funkcja V"¢ zanika w

nieskonczonosci szybciejniz 1/ r.

W ten sposob, chociaz rownanie (4.2.14) nie ma standardowej postaci rOwnania Diraca z
tym samym skalarnym potencjalem dla duzej i matej sktadowej, nadal jego rozwiazanie

spetnia asymptotycznie réwnanie Diraca dla czastki swobodnej. Zatem rozwigzanie ¥,

spetnia nastgpujacy warunek brzegowy:
¥ (k,r) ~ ¥ (k,r)+1, ¥ (k,r) (4.2.15)

gdzie ¢, =tgd, jest poszukiwanym przyblizeniem tangensa przesuni¢cia fazowego.

Poniewaz

to spodziewamy si¢, ze dla N — oo ¢, jest zbiezne do wlasciwej wartosci ¢ = tgo .

Najogolniejszy wzorna ¥} ma postaé
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pY = Zid:m

s=t m=0

(I):nk>

Rozwazmy macierzowa reprezentacj¢ rownania (4.2.14). Kladac powyzsze rozwinigcie

funkcji ¥, w bazie {®F

nK

} , dostajemy nieskonczony uktad réwnan:

Zi({fWN)j;d,j; =0, s=+, m=0,12, .. (4.2.16)

s'=% n=0

Wspotczynniki rozwinigcia {a’ . } powinny spetniaé nastgpujace warunki:

(1) Dla duzej sktadowej ZJmn(k)d;K =0, m> N (elementy J — nierelatywistyczne);

mn
n=0

(2) Dla matej sktadowej d, =

Ponadto naktadamy dodatkowy warunek:
(3) ¥} ~ S(k,r)+t,C(k,r) (patrz warunek (4.2.15)).
Warunki (2) i (3) daja nam nastgpujaca postaé rozwigzania ¥, roéwnania (4.2.14)

N-1 drquﬁin o + +\ !
g = Z[d ; Wm] +Z(((S HNC“")%) (4.2.17)

_ - - l
m=0 mK k m=N Skm + tNCKm )l//m

Dodajac i odejmujac od lewej strony powyzszej rownosci wielkos¢

”Zl((s:m + th:m)m]

- i
m=0 (Skm + tNCKm)wm

mozna fatwo zauwazy¢, ze powyzsza funkcja spetnia asymptotyczny warunek (4.2.15).

Powro¢my do rownania (4.2.16). Schematycznie moze by¢ ono przedstawione w
nastgpujacej postaci:
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Lo Lo 0
X X X 0 X X X 0
X X X X X X St FiyChay | [0
X X X X X X X X X dy 0

X X X X X X X X 0

X X X X X X X X : 0

X X X X X X X X d;, 0

X X X X X X X 0 d;, 0

0 X X X X X X X d;, o
X X X X X X X X dy, 0

X X X X X X X X 0

X X X X X X X X : 0

X X X X X X X X X dyy 0

X X X X X X Syars HlyCray | [0
X X X 0 X X X 0
0

Z konstrukcji rozwiazania (4.2.17) widzimy, ze wszystkie rownania dla m> N  sa

automatycznie spelnione. W ten sposob pozostaje do rozwiazania 2N +2 rownan z
+ + - - -
d oy s dogs dis s dy

INEIRE Lk

niewiadomymi ¢, d

0,k °

Uzywajac rownan (4.2.16), otrzymujemy nastgpujaca postac¢ pozostatych rownan:

P + +7 | - -
YR SR Y S R— S — R Twwa AT N (i sh + T i
Inliney ! (J +V )N,M,, (J +V )N,H,,Z T niv-2 NV ! T n-inCy di — TS = T sy
| v . . | N- N-1.N5) N-1,N)
0 i(j+V\)x 2,N-1 (JJr V)vf N-2 j'\ 2,N-2 J'v 2,N-1 i 0 d;—z 0
: I | M .
. | | . : :
! AN AR Nt N\ ! +
0 i (J )(»,.\'71 (j + )u N-2 (‘7 + )o,.\uz (J +V )1\“\«71 i 0 x d - 0
i ¥ _y N —— _ | -
0 i (j+VN)o~71 (JJrVN)aANfz (:7+VN)0~7 (ﬂ'+V\)0 N-1 i 0 d‘O O
: ! : ! : : :
: | B | .
| N | - 0
0 | N Ny ( \)Nfz\ 2 (‘7+VN)N72..\ i 0 Z.‘wz Tt st =T s
—+ ! —+ —+ N ) ! - - N - “LNON T I NN
Jyiivey | I nlina Tnlina (J A ).\'71 N-2 (J +/" )“\’7] Nt | T ynen t\ I NI ) i‘:/ \+ jii 1 \&"N
i F———— et B i N N,N-19N -1 N, N-19N-1
— T wv-iCha | N 0 0 N iV SV TSV

Majac na uwadze, ze wewngtrzna 2N x 2N -wymiarowa macierz (j' +yV )j:m, s, s’ =+,
m,n=0,1, ..., N—1 jest hermitowska i rzeczywista, stad symetryczna, oraz przywotujac

definicje V", mozemy rozwiazaé powyzsze réwnania za pomoca pewnej ortogonalnej

macierzy I' (por. przypadek nierelatywistyczny):

V E ss’ 1
T —_— —_— — S
(rwN (710 e chjgoNrj = (E; -E)5,.6, (4.2.18)

mn
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Macierz G(E) o wymiarze 2N x2N z elementami zdefiniowanymi jako

, N-1 FSPFS-,p
G (E)=D 2 ch-2— (4.2.19)
p=x i=0 i

jest macierza odwrotna do macierzowej reprezentacji obcigtego operatora

v E)
f +———|P,.
P (?{0 ch ch P
Macierz ta moze by¢ rozumiana jako przyblizenie relatywistycznej funkcji Greena w bazie
(4.2.4). Liczby E! sa relatywistycznymi odpowiednikami warto$ci wlasnych Harrisa i

przedstawiaja skonczone przyblizenie widma relatywistycznego hamiltonianu H, +V / ch .

~

Wprowadzmy (2N +2) x (2N +2)-wymiarowa macierz I,y oni0) = diag(l,l“2 v N,l)

oraz podzialajmy nig na lewe strony powyzszych 2N +2 réwnan. Korzystajac z faktu, ze
macierz g, ,_, dana wzorem (4.2.9) jest nicosobliwa, ukltad moze by¢ rozwiazany ze

wzgledu na ¢, . Uzywajac wlasciwosci elementéw macierzy J , mozna wyprowadzi¢ wzor

na przyblizony tangens przesuni¢gcia fazowego w postaci bardzo podobnej do

nierelatywistycznej:
26 ++
Sﬁ\/—l (k) + ? GN—I,N—I (E)JN,N—l (k)sﬁv (k)
ty =tgd, =— . (4.2.20)
26 ++
cj\'—l (k) + ? GN—],N—I (E)JN,N—I (k)cjv (k)

Elementy J, ,_, W powyzszym wzorze sg elementami nierelatywistycznymi (por. (4.2.10)).
Fakt, ze mamy 2N +2 rownan i tylko 2N +1 niewiadomych, skutkuje tym, ze mamy
drugi, bardzo podobny wzérna ¢, :

SﬁV—l(k) + 2G]:/t1,N—1 (E)JN,N—I (k)sjv (k)
=180y == — N (1) (4.4.21)
CN—I( ) + 2GN—1,N—1 (E)JN,N—I( )CN( )

k
Wyrazenie G, ,_,(E) wréwnaniu (4.2.20) zastapione zostato przez —G,", ,_,(E).
: € :
Z poprzednich analiz wynika, Zze oba rownania musza da¢ t¢ sama wartos¢ ¢, , z czego
. ++ k —+
wynika, ze G, ,_(E) = G—GN_LN_I(E).

Poréwnujac rownanie (4.2.20) z nierelatywistycznym wzorem (4.1.8), mozna zauwazy¢,

ze za wyjatkiem wielkosci (2e /k)G,f,tlj v (E), wszystkie elementy wyrazenia na tangens

przesuni¢cia fazowego majq t¢ sama posta¢ co w rownaniu (4.1.8), sa tylko wyliczone dla
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relatywistycznej liczby falowej k. Ponadto, dla dowolnego N wzor (4.2.20) zbiega si¢ do
granicy nierelatywistycznej, gdy predkos¢ sSwiatta ¢ zdaza do nieskonczonosci.
Rzeczywiscie, uzyta baza (4.2.4) gwarantuje, ze w granicy ¢ — o« duza sktadowa spelnia

réwnanie Schrodingera (4.1.7) z liczba falowa k = limk . Oznacza to, ze musi zachodzié

C—>0

lim¢, =7, . Zatem natychmiast dostajemy, ze

C—>0

lim(2€ / k)G;ftLN—l(E) = &nN-1,N-1 (8 )

Cc—0

Ponadto Gy, ,_,(E) odgrywa analogiczng rol¢ jak g,_, y_,(&). Macierze G(E) oraz g(&)

moga by¢ rozpatrywane jako skonczone przyblizenia funkcji Greena dla odpowiednio
relatywistycznego i nierelatywistycznego hamiltonianu z potencjatem V.

5. Obliczenia numeryczne
5.1 Przeskalowanie energii

Do obliczen relatywistycznych autor uzyl nieco innych postaci odpowiednich wzordéw,
bardziej odpowiednich z numerycznego punktu widzenia. Mianowicie, zamiast uzywac

catkowitej energii E , autor postuzyt sic odpowiednio przeskalowana energia kinetyczng & ,
wskutek czego zmieni si¢ postac liczb € 1 k, tzn.

& . 1/8_(8_+2mcz) S
E:V8_+2mcz’ B ch ' G-1.1)

Odpowiedniej zmianie ulegaja elementy J,  (por. wzor (4.2.9)):

_o [l l l /
T { c§<§27w¢2">> -(& ihz<:ic|;ﬁ<w> |wi>) 612
oraz obciety potencjat (wzor (4.2.13)
VY =PI, . (5.1.3)
Teraz wzor (4.2.18) przyjmuje postaé (po dodatkowym przemnozeniu przez ch ):
(T (H,+V -E)RT) =(8~€)5,.6,.. (5.1.4)

Macierz przyblizajaca funkcj¢ Greena (4.2.19) bedzie postaci
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Gr(&)= o (5.1.5)

Wzo6r na przesunigcie fazowe (4.2.20) bedzie wygladal nastepujaco:

2ech — ., —

Sj\/—l (k)"' X GN—I,N—1(8 )‘]N,N—l(k)sj\/ (k)
2ech — ., —

cﬁ\/—l (k)+ X Gyliva (8 )JN,N—l(k)cfv (k)

t, =tgd, =— (5.1.6)

Ponadto, wszystkie obliczenia prowadzone byly w jednostkach atomowych, tzn. przyjeto
m=h=1, c=1/a=137,036, gdzie @ — stala struktury subtelnej. Przejscie z predkoscia

$wiatla do nieskonczonosci realizuje si¢ w takim uktadzie przez potozenie ¢ =10+ 10°.

Obliczenia nierelatywistyczne byly przeprowadzane bez zadnych dodatkowych operacji,
tzn. dla energii kinetycznej elektronu & .

5.2 Program komputerowy

W celu przetestowania metody J-macierzy autor napisal program komputerowy w jezyku
Fortran 77. Dodatkowo, aby unikna¢ pomytek w programowaniu, obliczenia byly
prowadzone w programie Mathematica 3.0. Kody Zrédlowe programéw zawarte sa w dodatku
D.

Program zostat napisany w podwojnej precyzji (8-bajtowa reprezentacja liczb
rzeczywistych) i sktada si¢ z szeregu procedur:

e generujacych funkcje specjalne i wielomiany réznego typu niezbedne do
przeprowadzenia obliczen (funkcja gamma, funkcje Bessela i Neumanna i ich
pochodne, sferyczne funkcje Bessela i Neumanna i ich pochodne, funkcje
hipergeometryczne (,F,, ,F, 1 ,F,), wielomiany Gegenbauera, Laguerre’a,

funkcja delta Kroneckera itp.);

e obliczajacych funkcje bazowe, elementy rozwini¢¢ oraz calki wymienione w
dodatku C, uzywane nast¢gpnie do sformowania J-macierzy (wzory (4.2.10) i (5.1.2)
odpowiednio dla wersji nierelatywistycznej i relatywistycznej);

e obcinajacych potencjat rozpraszajacy w odpowiedniej bazie (wzor (4.1.6) 1 (5.1.3));

e diagonalizujacych macierz J + V" (wzory (4.1.10) i (5.1.4)) i wyliczajacych na tej
podstawie macierz przyblizajacq funkcje Greena (wzory (4.1.9) 1 (5.1.5));
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e wyliczajacych przyblizona warto$¢ tangensa przesunigcia fazowego wedlug
wzoréw (4.1.8)1(5.1.6);

e wyliczajacych tangens przesuniecia fazowego wedlug wzorow analitycznych w

celu przetestowania programu (patrz rozdziat 5.3).

Czg$¢ procedur generujacych funkcje specjalne (a mianowicie procedury generujace funkcje
Bessela i Neumanna oraz funkcj¢ gamma) i wykonujacych pewne operacje (szukanie
wektoréw wiasnych i wartosci wtasnych macierzy oraz precyzyjne catkowanie numeryczne)
nie zostala napisana przez autora, lecz zaczerpnigta z darmowych, ogdlnodostepnych
bibliotek (dostgpnych np. w Internecie pod adresem www.netlib.org) 1 dostosowana
odpowiednio do potrzeb programu. Jednak wigkszos¢ kodu autor napisat samodzielnie,
korzystajac z pozycji ksiazkowych traktujacych o funkcjach specjalnych [7], [8]. Powstata
rowniez specjalna wersja programu przeznaczona dla kompilatora Microsoft Fortran
PowerStation (oraz innych kompilatorow z nim zgodnych, np. Digital Visual Fortran), ktora
tym rozni si¢ od wersji podstawowej, ze tablice 1 macierze sa w niej deklarowane
dynamicznie, co nieco uproscito programowanie. Autor planuje w przysztosci przepisa¢ kod
programu w jezyku Fortran 90, w ktorym dynamiczne deklaracje zmiennych sa standardowo

wbudowane.

Program wymaga nastgpujacych danych wejsciowych, podawanych w odpowiednim pliku
konfiguracyjnym:

e cnergia & (lub &) czastki bombardujacej (patrz rozdziat 5.1);
e liczba kwantowa [/ izwigzana z nia « ;

e parametr skalujacy A;

e wybrana baza (Laguerre’a lub Gaussa);

e schemat obliczen (nierelatywistyczny lub relatywistyczny);

e parametr okreslajacy, czy do obliczen relatywistycznych brana jest skonczona lub
nieskonczona wartos¢ predkosci §wiatta (patrz rozwazania pod koniec rozdzialow
4.2 oraz 5.1);

e parametr okreslajacy rodzaj potencjalu rozpraszajacego (prostokatna studnia
potencjatu lub inny, dowolny potencjat w postaci analityczne;j);

e parametry sterujace (nazwa pliku wynikowego, poczatkowa (N, . ) 1 koncowa

start

(N,,,) wartos¢ N wykorzystywana przy obcinaniu potencjatu);

e parametry prostokatnej studni potencjatu (lewa i1 prawa krawedz, glgbokosé) —
brane pod uwagg tylko wtedy, kiedy potencjal rozpraszajacy ma ksztalt studni; w
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programie mozna zdefiniowac

analitycznie.

Przyktadowy plik konfiguracyjny:

GENERAL PARAMETERS

potencjat o dowolnym

Energy of projectile E = 2.5d0
Quantum numbers 1 =1

kappa = -2
Scaling parameter lambda = 1.0d0
Basis set basis = gauss
Scheme scheme = relativistic
Velocity of light v_light = finite
Potential type type = well
STEERING PARAMETERS
File to store results fout = r g1 -2
Initial value of Ntrunc Nstart = 10
Final value of Ntrunc Nend = 40
PARAMETERS OF POTENTIAL WELL
Depth v0 = -1.5d0
Left bound a = 1.0d0
Right bound b = 1.5d0
Some notes on parameters
Restriction on kappa: kappa 1 or kappa = -1 -1

Scaling parameter:
Basis set:
Scheme:

Velocity of light:

Potential type:

(only if relativistic scheme)

lambda <> 0.5

basis = { laguerre, gauss }
scheme = { relativistic, non-relativistic }
v_1light = { finite, infinite }

(doesn't matter if non-relativistic scheme)

type = { well, non-well }
All parameters of potential well are ignored
if type = non-well

ksztalcie,

danym

Wynikiem dziatania programu (zapisywanym do pliku) sg wartosci tangensow przesunigé

fazowych tgd, (tg ) v dla wersji nierelatywistycznej) oraz samych przesuni¢¢ (0, i ) V)

dla okreslonych w pliku konfiguracyjnym naturalnych liczb N, okreslajacych ilos¢ funkcji

bazowych w ktoérych obcinany jest potencjal. Dla N — oo wartosci tgod , sa kolejnymi

przyblizeniami rzeczywistej wartosci tgo (patrz rozdziaty 4.1, 4.2). Dodatkowo zapisywany

jest udredniony wynik dla biezacej i poprzednich wartosci N. W celu uniknigcia pomyftek,

na poczatku pliku wynikowego przepisywany jest wejsciowy plik konfiguracyjny oraz

zapisywane sa data i czas rozpoczecia obliczen (w wersji dla MS Fortran) i wynik

analityczny (jezeli potencjat ma ksztalt studni potencjatu).
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Przyktadowy plik wynikowy (odpowiadajacy powyzszemu plikowi konfiguracyjnemu):

# J-MATRIX METHOD

# _______________

#

# DATE AND TIME OF COMPUTATION

# ____________________________

# 1999. 2.10 20:30

#

# GENERAL PARAMETERS

# __________________

# Energy of projectile E = 2.5d0

# Quantum numbers 1 =1

# kappa = -2

# Scaling parameter lambda = 1.0d0

# Basis set basis = gauss

# Scheme scheme = relativistic
# Velocity of light v_light = finite

# Potential type type = well

#

# STEERING PARAMETERS

# ___________________

# File to store results fout = r g1 -2
# Initial value of Ntrunc Nstart = 10

# Final value of Ntrunc Nend = 40

#

# PARAMETERS OF POTENTIAL WELL

# ____________________________

# Depth v0 = -1.5d0

# Left bound a = 1.0d0

# Right bound b = 1.5d0

#

#

# ANALYTICAL RESULT

# _________________

# delta 0.567566818088086

#

# NUMERICAL RESULTS: n tan(delta) delta average (delta)
# _______________________________________________________

10 0.613615034010448146 0.550370452536675048 0.550370452536675048
11 0.715270220166890458 0.620901085019879728 0.585635768778277388
12 0.562111675390912224 0.512094422936371751 0.561121986830975472
13 0.663960502723043411 0.586126764709871684 0.567373181300699581
14 0.663491430095154877 0.585801140164485257 0.571058773073456760
15 0.581521097075351934 0.526721247095865319 0.563669185410524798
16 0.703120510879143623 0.612817198166243582 0.570690330089913211
17 0.606110892548729741 0.544900692325251734 0.567466625369330568
18 0.649294621215873446 0.575879188144596155 0.568401354566582362
19 0.638354200958231255 0.568144753940502345 0.568375694503974294
20 0.639776874892302838 0.569154885402664013 0.568446530040218834
21 0.623038409852989084 0.557187489917602918 0.567508276696667591
22 0.669499070969901355 0.589960936270762071 0.569235404356213226
23 0.606074482960124894 0.544874064444574868 0.567495308648239161
24 0.666398973554741092 0.587817254649145915 0.568850105048299581
25 0.622578796760573927 0.556856330453336268 0.568100494136114298
26 0.636760193849674971 0.567011422449566482 0.568036431095729100
27 0.650197937788655200 0.576514355836384440 0.568507426914654390
28 0.621041228262965372 0.555747491826153794 0.567835851383680645
29 0.658426843508253201 0.582276396201295454 0.568557878624561419
30 0.626864041527826155 0.559938626862196420 0.568147438064448784
31 0.647400851354210660 0.574545880472427162 0.568438276355720529
32 0.635486887681411039 0.566104930922703864 0.568336826554285079
33 0.637666122617901787 0.567655734405599022 0.568308447714756526
34 0.637429363081267075 0.567487398059410841 0.568275605728542632
35 0.638992062566270391 0.568597811745759629 0.568287998267666405
36 0.635399380711809014 0.566042594607637506 0.568204835169146771
37 0.643900350041978653 0.572075283411949798 0.568343065463532637
38 0.633931111738603059 0.564995924357030166 0.568227646804687736
39 0.644145389195793450 0.572248484667905455 0.568361674733461664
40 0.634439217916909270 0.565358290285415954 0.568264791364169963

Jak juz wspomniano wczesniej, wynikiem dziatania programu sa wartosci tangensow
przesuni¢¢ fazowych tgo , dla kolejnych naturalnych liczb N, okreslajacych ilo$¢ funkcji
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bazowych w ktorych obcinany jest potencjat. Spodziewamy sig, ze tgo SN tgd tzn. ze
kolejne wartosci tgo ,, s coraz lepszymi przyblizeniami rzeczywistej wartosci tgo . Z trzech

powodow nie udato si¢ jednak uzyska¢ wynikéw dla duzych wartosci N :

1. Jest trudne (przy uzyciu standardowych technik programowania) uzyskanie wynikow dla
N >171. Wynika to stad, ze we wzorach (patrz dodatek C) wystepuje funkcja n! oraz
funkcja I'(n), ktérych wartos¢ dla n = N > 171 przekracza dopuszczalny zakres zmiennej

rzeczywistej podwojnej precyzji w Fortranie (okoto 1.0E+308, w zaleznosci od konkretne;j
architektury systemu). Dla obliczen przy uzyciu bazy Laguerre’a mozna cz¢$ciowo ten
problem ominaé, upraszczajac wszystkie funkcje n! z funkcjami gamma dla ktorych
argument jest calkowity, co autor uczynil w programie. Dla bazy Gaussa takiego
uproszczenia nie mozna zrobi¢, bo argumentami funkcji gamma sg liczby utamkowe.
Mozna réwniez postuzy¢ si¢ logarytmami omawianych funkcji, co moze by¢ wykorzystane

w przysztych wersjach programu.

2. Funkcja hipergeometryczna , F, jest bardzo trudna do zaimplementowania na podstawie
definicji — wiaze si¢ to z powaznymi bledami numerycznymi dla duzych wartosci jej
parametréw. Autor staral si¢ zminimalizowaé te bledy poprzez odpowiednie grupowanie
jej elementow, jednak w praktyce nie udato si¢ uniknaé ich niepozadanego wptywu na
wyniki dla N > 50. Pozostate funkcje hipergeometryczne nie sprawiaja takich problemow.
Dzig¢ki temu obliczenia w bazie Gaussa nie byly obarczone omawianym btedem. By¢ moze
sposobem obejscia tego problemu bytoby rekurencyjne wyliczanie wartosci funkcji.

3. Ze wzgledu na posta¢ wzordw, koszt obliczeniowy programu jest rzedu O(exp N ), czyli

bardzo wysoki. Wykorzystujac opcje profilowania, autor zauwazyl, ze najwigcej czasu
zajmuje catkowanie numeryczne, jednak nie ze wzgledu na nieefektywna metode, ale ze
wzgledu na ilo§¢ catek do policzenia ( N> w przypadku nierelatywistycznym oraz 2N> w
relatywistycznym). Ilos¢ tych calek udato si¢ zmniejszy¢ o potowe (wykorzystano
symetrycznos¢ macierzy V, ), ponadto wykorzystano ksztalt potencjatu uzytego do

obliczen (prostokatna studnia, poza ktora potencjat si¢ zeruje) do ograniczenia obszaru
catkowania. Dzigki tym usprawnieniom udalo si¢ znacznie ograniczy¢ wspoOlczynnik
proporcjonalnosci wyktadniczej zaleznosci czasu obliczen od N . W dalszych pracach nad
programem nalezy dalej zajmowac si¢ jego przyspieszeniem, aby moc go w peini
wykorzystac.

Pierwszy i drugi problem nie dotyczy programu Mathematica 3.0, program ten dobrze radzi
sobie z bardzo duzymi liczbami, ale okupione jest to nieporownywalnie dluzszym czasem
obliczen, co czyni ten program praktycznie nieprzydatnym dla wartosci N > 20. Obliczenia
w Mathematice maja jednak duza warto$¢ pogladowa, umozliwiaja bowiem tatwa obserwacje

1 kontrol¢ odpowiednich macierzy i wzorow.
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5.3 Wzory analityczne do przetestowania programu

5.3.1 Przypadek nierelatywistyczny

Rozpatrzmy prostokatng studni¢ potencjatu, jak na ponizszym rysunku:

E 'S
k k' k
a b :
obszar obszar obszar
I II 1
V, + —

Szukamy radialnych czgsci rozwiazan w poszczegdlnych obszarach w postaci sferycznych
funkcji Bessela i Neumanna:

¥, (r) = 4., (kr),

¥, ()= 4,7, (k') + Byn, (k'r),

¥, (r) = A, j,(kr) + Byn, (kr) .

2mE -, ~ 2m(8 - VO)
/A h
Rozwiazania te nalezy zszy¢, zapewniajac ciagtos¢ funkeji i jej pochodne;:

W powyzszych wzorach k = przy zalozeniu, ze & > V.

¥ (a)=",(a) ¥, ) =",(0b)

d d , d d .
5\111 (a) = E‘I]l] (a) ET]I (b) = 5 ¥, (a)

Tangens przesunigcia fazowego dostajemy w postaci ilorazu:

(g6, = B, asa, (a9a11 - a7a13) + a2a4(asa13 - a9‘112) + al(a5a9a12 Tasa;0,3 —agaed)) — asasan)
[ >
4, a3a4(a7al4 - aloan) +a,a, (aloalz - a8a14) + al(asasam tagaa, —asa a;, — a6a7a14)

gdzie

a, =j,(/?a), a, =j,(/;'a), a, = n,(/;'a), a, :j,'(l;a), as :j,'(l;’a), ag = n,’(/?’a), a, =j1(l;'b),
ag =n,(k'b), ay = j,(kb), a\, =n,(kb), a,, = j/(k'D), a,, =n/(k'D), a,5 = j/(kD), a\, = n/(kb),

a j/, n, sapochodnymi sferycznych funkcji Bessela i Neumanna.
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5.3.2 Przypadek relatywistyczny

Rozpatrzmy prostokatng studni¢ potencjatu, jak na ponizszym rysunku:

E A
€, k,& e k&' €,k&E
a b !
obszar obszar obszar
| A | o
Vi —

Mamy parametry: &, & '=8& -V, oraz 6(8_) , k(g) a takze e’:e(é‘_’) i k’zk(g'),
okreslone wzorami (5.1.1).

Zdefiniujmy nastgpujace macierze

Xt :( ji(kr)  —ny(kr) j v :(ien,ﬂ(kr) n,(kr)j’

$E]'zil(k’”) te ”zﬂ(kr) iejlil(kr) Ji (kr)

gdzie j (z) sa sferycznymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, a n,(z) sa sferycznymi
funkcjami Bessela drugiego rodzaju (sferycznymi funkcjami Neumanna) (patrz dodatek C).
W obydwu macierzach gérne i dolne znaki dotycza odpowiednio ujemnych i dodatnich « .

Radialne czgsci rozwigzan w poszczegdlnych obszarach mozemy zapisa¢ jako

¥ () = X(f)j v ()= Xf'(AZ] e, ()= X@) |

B,

Z warunkow ciaglosci otrzymujemy rdwnania
A A
w(3)-x(3)
“L0 “\ B,
(A A
% (sz =5 (Baj ’
2 3

Rozwiazujac metoda podstawienia powyzszy uktad otrzymamy
A3) -1 N\ -l 4,
=(X;) X/ (X} X"( )

)=y ey e
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k
p

F mamy

Przyjmujac A, =1 oraz zauwazajac, ze (X r")_l =
e

A 1 ool 1
o RN
B,)  det X} det X/ 0

Tangens przesunigcia fazowego znajdujemy w postaci

B,

tg&,:A
3

5.4 Metodologia obliczen

Autor przeprowadzil szereg obliczen przesuni¢¢ fazowych dla rdéznych energii elektronu,
réznych parametrow studni potencjatu oraz réoznych kombinacji liczb kwantowych, a takze
dla réznych baz. W tym rozdziale przedstawione sa przyktadowe wyniki.

Wigkszos¢ obliczen autor przeprowadzit na przypadkowo wybranym potencjale o ksztatcie
prostokatnej studni. Jej gleboko§¢ wybrana zostala na ¥V, =—15au, lewa krawedz na

a = 1.0au, natomiast prawa na b = 1.5au. Energi¢ kinetyczng elektronu padajacego ustalono

na & =25au (w przypadku relatywistycznym — & = 2.5au) . Parametr skalujacy A pozostat
jednakowy dla wszystkich obliczen, jego warto$¢ przyjeto jako 1.0. Taka kombinacje
parametréw autor begdzie dalej nazywal konfiguracja podstawowa. Jezeli nie zaznaczono

inaczej, to poczatkowa wartos¢ N wynosita N, =10, a koncowa N, , =40. Poniewaz dla

start end

takich wartosci N nie uzyskiwano jeszcze idealnej zbieznosci, to wynikiem koncowym byta

usredniona wartos¢ przesunigcia fazowego, tzn.

- 1
v = Oy -

N —-N_ +1

start N=N

Nena

end start

Autor przeprowadzil obliczenia nast¢gpujacymi metodami:
1. nierelatywistyczng metoda J-macierzy (rozdziat 5.5.1),
2. relatywistyczng metoda J-macierzy (rozdzial 5.5.2),

3. relatywistyczna metoda J-macierzy w granicy nierelatywistycznej, tzn. dla nieskonczone;j
wartosci predkosci $wiatla (rozdziat 5.5.3).

W ramach pierwszych dwdch metod, autor przeprowadzil nastgpujace testy:

(A) Polozenie zerowej glgbokosci studni potencjatu (tzn. V,, = 0). Zgodnie z teoriag powinna

temu przypadkowi odpowiada¢ zerowa warto$S¢ przesunigcia fazowego. Przeprowadzono
testy dla kilku kombinacji liczb kwantowych, a wyniki zebrano w tabelach.
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(B) Sprawdzenie, czy i jak numerycznie wyliczone przesunigcia fazowe przy rozpraszaniu
na réznych potencjatach w ksztatcie studni zbiegaja si¢ do wartosci wyliczonych analitycznie.
Obliczenia przeprowadzono dla bazy Gaussa i Laguerre’a, a wyniki zobrazowano na
wykresach.

(C) Seria obliczen dla konfiguracji podstawowej dla roznych kombinacji liczb kwantowych,
w obydwu bazach. Wyniki zebrane zostaly w tabelach. Zamieszczono przyktadowe wykresy
dla bazy Gaussa i Laguerre’a.

W ramach trzeciej metody autor zbadal, czy wyniki otrzymywane schematem
relatywistycznym, ale przy polozeniu nieskonczonej wartosci predkosci swiatta, zbiegaja si¢
do wynikéw otrzymanych schematem nierelatywistycznym.

Wszystkie podstawowe obliczenia autor przeprowadzil napisanym przez siebie

programem w jezyku Fortran 77, a obliczenia pomocniczo-kontrolne (np. sprawdzenie

poprawnosci wzoru (4.2.21)) w programie Mathematica 3.0.

5.5 Wyniki obliczen®

5.5.1 Nierelatywistyczna metoda J-macierzy

(A) W ponizszej tabeli zamieszczone sa wybrane wyniki uzyskane za pomoca programu dla
konfiguracji podstawowej, ale z gltgbokoscia potencjatu V, = 0.

/ Baza o[rad] (analitycznie) EN[rad] (numerycznie)

0 |gauss 0.000000000000000E0 3.2920E-12
0 |laguerre |[0.000000000000000E0Q 6.0000E-15
1 |gauss 0.000000000000000E0 9.2710E-12
1 [laguerre |0.000000000000000EO 1.0000E-14
4 |gauss 0.000000000000000E0 1.8309E-11
4 |laguerre |0.000000000000000EQ 3.5000E-14

Mozna uznaé, ze otrzymane wyniki sa zgodne z wynikami analitycznymi.

(B) Autor zbadal, czy i w jaki sposob kolejne przyblizenia 6, zbiegaja si¢ do wartosci
wyliczonej analitycznie. Obliczenia przeprowadzono dla przypadkowo wybranych
kombinacji parametrow. Ich wyniki przedstawione sa na ponizszych wykresach. Na osi
poziomej zaznaczone sg kolejne warto$ci N, na osi pionowej d[rad]. Kolejne przyblizenia

0 y oznaczone sa kwadratami, a warto$¢ analityczna linig prosta ciagla.

> Obliczenia zostaty wykonane na komputerze IBM SP/2 w Centrum Informatycznym TASK.
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& =05au, [ =0, V, =-10au, a =05au, b=10au

4 deltafrad)]

Db T

S I R N N S I

baza Gaussa

4 deltafrad]

i F e /\ o -

06T

0sT

04
10 0 30 0 N

e ————— —

baza Laguerre’a
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0.1

0.097

0.087

0.077

& =05au, /=1, V,=-05au, a=10au, b=12au

delta[rad]

/) AHAMAAAAHAAAH.

0.067

0.057

0.047

0.037

0.027

0.017

/\/\{ V\JV\IV\“]VV\!YV\

0.167

0.147

0127

T I I T I
10 20 aa 40 50

baza Gaussa

deltarad]

w

017

0.087

0.067

0.047

0.027

ANNA
[V T

I T I I
10 20 aa 40

baza Laguerre’a
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(C) Systematyczne obliczenia dla konfiguracji podstawowe;.

Baza — Gauss:

[ | d[rad] (analitycznie) EN[rad] (numerycznie) | A= 5_N -0
0 1.08897176770688E-1 1.09232525867189E-1 3.35E-4
1 5.67545055377277E-1 5.68262677438221E-1 7.18E-4
2 5.99137928636435E-1 5.98604377734328E-1 -5.34E-4
3 1.55084790654800E-1 1.55212847254619E-1 1.28E-4
4 1.82110965544380E-2 1.96517377032165E-2 1.44E-3
5 1.50828438964800E-3 2.89891995385005E-3 1.39E-3
6 9.22636189650000E-5 1.81131895985217E-3 1.72E-3
07T Y
07T
Des T
0e6T
04T
0627
0.587 F_ﬂ Prog /\ ;\ AN m - BB
056 df\/\/v \{\/WV‘B’”‘ N
05471
2T
05
048
046
0447
42T
0
0387
S N - S I
Wykres dla / =1
Baza — Laguerre:
! d[rad] (analitycznie) EN[rad] (numerycznie) A= gN -0
0 1.08897176770688E-1 1.02765365405441E-1 -6.13E-3
1 5.67545055377277E-1 5.35936853984833E-1 -3.16E-2
2 5.99137928636435E-1 5.93444742996416E-1 -5.69E-3
3 1.55084790654800E-1 1.80803471691081E-1 2.57E-2
4 1.82110965544380E-2 3.20376427905915E-2 1.38E-2
5 1.50828438964800E-3 7.49167626927622E-3 5.98E-3
6 9.22636189650000E-5 2.80219429582033E-3 2.71E-3
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4+ deltafrad]

06T T e

03T

017

: : : I : N
10 20 a0 40 ]

Wykresdla /=1

w

Okazuje sig, ze lepsza (szybsza) zbieznoscig charakteryzuje si¢ baza Gaussa, chociaz w tescie
przy zerowej gltgbokosci studni okazala si¢ gorsza od bazy Laguerre’a.

5.5.2 Relatywistyczna metoda J-macierzy

(A) Konfiguracja podstawowa, ¥, =0.

/ K Baza O[rad] (analitycznie) gN[rad] (numerycznie)

0 -1 [gauss 0.000000000000000E0 5.8720E-12
0 -1 [laguerre |[0.000000000000000EO 8.4000E-14
1 gauss 0.000000000000000E0C 1.1779E-11
1 laguerre [0.000000000000000E0 3.7600E-13
1 -2 |gauss 0.000000000000000E0C 1.1779E-11
1 -2 | laguerre |0.000000000000000EQ 3.7600E-13
4 4 |gauss 0.000000000000000E0 9.1226E-11
4 4 |laguerre [0.000000000000000E0 5.8500E-13
4 -5 | gauss 0.000000000000000E0 9.1226E-11
4 -5 [laguerre |[0.000000000000000E0 5.8500E-13
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(B) Rozne studnie potencjalow, wykresy zbieznosci.

0.027

0.0187

0.0167

0014

-

delta[rad]

& =45au, [ =2, k=-3, V, =—25au, a = 1.0au, b =10lau

T

001z

0.017

0.0087

0.0067

0.0047

0.0027

AN

0.0227

0.027

0.0187

0.0167]

deltarad]

10

I
20

Baza Gaussa

30

40

w

0074

001z

0.017

0.0087

0.0067

0.0047

0.0027

10

T
20

Baza Laguerre’a
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0.0247
0.0227

0.027
0.0187
0.0167]
0.0147
0.0127

-

& =45au, [=2, k=-3, V, =-25au, a = 05au, b =0.6au

delta[rad]

0.017
0.0087
0.0067
0.0047

0.0027

0.047

0.037

0.027

-

delta[rad]

I I I I
10 20 k1 40

Baza Gaussa

w

0.017

I | | I
20 30 40 50

Baza Laguerre’a
g
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(C) Systematyczne obliczenia dla konfiguracji podstawowe;.

Baza — Gauss:

! k| d[rad] (analitycznie) EN[rad] (numerycznie) | A = gzv -0
0 -1 1.08927001704795E-1 1.09405833347494E-1 4.79E-4
1 -2 5.67566818088086E-1 5.68264791364169E-1 6.98E-4
1 1 5.67538166974585E-1 5.68254420487773E-1 7.16E-4
2 -3 5.99230480054382E-1 5.98688907626321E-1 -5.42E-4
2 2 5.99258747136310E-1 5.98735081722034E-1 -5.24E-4
3 -4 1.55130447591260E-1 1.55092074555394E-1 -3.84E-5
3 3 1.55175009560722E-1 1.55135931741479E-1 -3.91E-5

D?Eii delta[rad)]

07T

0,68

0BET

064

DBz

)

0567 | il F\H\ﬂ/\ /\wf\vf\v&&_ SN

056

054 \/ V \/ v

ne2T

05T

48T

046

044

042

AT 10 0 30 0

0 S S S T S

Baza — Laguerre:

Wykresdla [ =1, k = -2

[ K | O[rad] (analitycznie) EN[rad] (numerycznie) | A= SN -0

0 -1 1.08927001704795E-1 1.02796700776405E-1 -6.13E-3
1 -2 5.67566818088086E-1 5.35955153464449E-1 -3.16E-2
1 1 5.67538166974585E-1 5.35925186761733E-1 -3.16E-2
2 -3 5.99230480054382E-1 5.93525830832780E-1 -5.70E-3
2 2 5.99258747136310E-1 5.93545907602457E-1 -5.71E-3
3 -4 1.55130447591260E-1 1.81341288201869E-1 2.62E-2
3 3 1.55175009560722E-1 1.80896168344248E-1 2.57E-2
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4+ deltafrad]

06T f"'”\m%

03T

017

| | | | | o
10 20 30 40 50
Wykresdla /=1, k = -2
Tutaj tez baza Gaussa okazala si¢ lepsza, przynajmniej w badanym zakresie N .
5.5.3 Relatywistyczna metoda J-macierzy w granicy nierelatywistycznej
6 [rad]
5 — —
L[| * aea 0 y[rad] numerycznie 0 y[rad]
numerycznie relatywistycznie numerycznie
relatywistycznie granica nierelatywistycznie

nierelatywistyczna

0|-1|gauss 1.09405833347494E-1(1.09252221868101E-1| 1.09232525867189E-1
0|l-1|laguerre [ 1.02796700776405E-1| 1.02765475435248E-1(1.02765365405441E-1
1| 1 |gauss 5.68254420487773E-1| 5.68259957438321E-1| 5.68262677438221E-1
1| 1 [laguerre | 5.35925186761733E-1| 5.35928992784353E-1| 5.35936853984833E-1
2| 2 |gauss 5.98735081722034E-1| 5.98609373234608E-1| 5.98604377734328E-1
2| 2 |laguerre | 5.93545907602457E-1| 5.93499844946110E-1| 5.93444742996416E-1

Wyniki dla k =/ 1 k =-]—-1 okazaly si¢ identyczne, dlatego autor nie zamiescit ich w
tabeli. Z tabeli mozna wywnioskowaé, ze wyniki relatywistyczne w granicy
nierelatywistycznej zdazaja do wynikdéw nierelatywistycznych, co dowodzi poprawnosci
rozwazan pod koniec rozdziatu 4.2.

Z wynikdw obliczen omowionych w tym rozdziale widaé, ze obliczenia metoda J-
macierzy sa do$¢ doktadne dla liczb kwantowych / = 0—3. Autor zbadal, ze dla wigkszych /

wyniki numeryczne stajq si¢ coraz bardziej niedoktadne — w dalszym ciagu sq zbiezne do
wartosci analitycznych, ale ta zbieznos¢ jest coraz wolniejsza. Jest to spowodowane tym, ze

65



bezwzgledne wartosci przesuni¢é fazowych sg wtedy zwykle coraz mniejsze i naktada si¢ na
nie btad spowodowany obcigciem potencjalu, dlatego trzeba wykonywac obliczenia w
wigkszej bazie. Okazuje si¢, ze nawet dla prostych potencjatow btad ten ma duzy wplyw na
wyniki obliczen 1 powoduje pogarszanie si¢ zbieznosci. Autor podejrzewa, ze gdyby udato si¢
przeprowadzi¢ obliczenia dla wigkszych N (rzgdu 100-200), to jego wpltyw bylby duzo
mniejszy. Ponadto, wykorzystujac fakt, ze wzor na tangens przesunigcia fazowego jest
wzorem analitycznym, mozna do niego zastosowaé standardowe poprawki wariacyjne

omowione w [1].

6. Podsumowanie

Zasadniczym celem pracy bylo zaprogramowanie metody J-macierzy i1 praktyczne
sprawdzenie, czy stosowanie jej do opisu zderzen daje dobre rezultaty. W tym celu autor
napisat program komputerowy i przeprowadzil za jego pomoca obliczenia przesunigé
fazowych przy rozpraszaniu na potencjatach o ksztalcie prostokatnej studni. Wynika z nich,
ze metoda jest skuteczna, ale dla takich parametréw, dla ktérych przesunigcie fazowe ma dosc
duza wartos¢ bezwzgledna. Btad wynikajacy z przyblizenia potencjatu jest wtedy mniejszego
rzedu niz wynik i nie wptywa nan znaczaco. Okazato si¢ rOwniez, ze na zbieznos¢ wynikow
numerycznych ma duzy wptyw rodzaj bazy uzytej do obliczen. Generalnie, lepsza okazala si¢
baza Gaussa, chociaz, jak wida¢ z wykresOw, mozna i po bazie Laguerre’a spodziewac si¢
dobrych rezultatéw, ale dla wigkszych N . Ponadto pozostaje do sprawdzenia, w jaki sposob
czynnik skalujacy A wplywa na wynik. Trudno bedzie jednak wtedy porownywaé wyniki z
baz Gaussa i Laguerre’a, ze wzglgdu na inny wymiar czynnika skalujacego w tych bazach.

Po udoskonaleniu programu (przyspieszenie dzialania, zmniejszenie wptywu bledow
wynikajacych z przyblizania potencjalu, zwigkszenie stosowalnosci do kilkukrotnie
wigkszych N') moze on by¢ wykorzystany do relatywistycznych obliczen na rzeczywistych

potencjatach.
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7. Dodatek
A. Wlasnosci wielomianéw Legendre’a oraz harmonik sferycznych

Wielomiany Legendre’a definiujemy nastepujaco:

1

1 d I
PI(COSQ) = ﬂm[(c()sze — l) ] .

Stowarzyszone funkcje Legendre’a sq zwigzane z wielomianami Legendre’a relacja

d” P(cosf)
d(cosh)"

P"(cosf) =(-)"sin" @
Dla stowarzyszonych funkcji Legendre’a zachodzi wzor
P" (cosf) = P"(cosh).

Harmoniki sferyczne definiujemy nast¢pujaco:

20+ 1) —m)! -
Y"(F) = MP’"(COSG)@”"" dla m>0,
! dn(l+m) '

Y7 (#)=(=)"¥" () dla m<O0.

Dla tak zdefiniowanych harmonik zachodza ponizsze wzory:

Y (=7 =(=)7"(F),

ALY (F) = \/l(l +1) = m(m+ 1)y (#) = \/(I Fm)(l+m+1)Y"(7),

gdzie

A=A, £iA,.

+

L

Przypomnijmy, ze A = 5 przy czym L jest operatorem orbitalnego momentu pedu.

Zdefiniujmy nast¢gpujace symbole rozniczkowe

S0 o
oz Toox oy T ox oy

Zachodza wzory

67

(A.1)



o[ Lo = [ MEm DY p)L s )

r (2/+1)21+3) r\dr r (A2)
(l+m)i-m) 1( d ! o '
e R+ L) ),
1 (l+m+1)(I+m+2)1( d I+1 -
a{; \/ Q21 +1) 21+3) ?(EF(F)_TF( ))Y’“ (7)
(I-m=1)(I-m) 1( d I el { A
\/ Q- 1) 21+1 (EF(F)TF(r)jY’-' (7),
(l-m+1)(I-m+2)1( d I+1 ol
a_{ J (21+1)(21+3) (drF(r)_ il ))Y’“ (7 A3

+J”’" e G RO ) ]

(21 -1)(21 r

B. Sferyczne funkcje Bessela, funkcje Riccati-Bessela

Rozpatrzmy réwnanie

,d?w dw
T +2z—+[22 —nn+D)]w=0 dlan=0, +1, £2,
dz* dz

z

Jego rozwigzaniami sg sferyczne funkcje Bessela:

. . . n
e pierwszego rodzaju: ]n(z)z ZJ’””Z(Z)’

« drugiego rodzaju: y, (2) = |37, (2).

e trzeciego rodzaju:
h \/ Hn+1/2 +1yn( ),

A" \/ n+1/2 = _lyn( )

Funkcje Bessela J,(z), Y,(z) pierwszego i drugiego rodzaju dla rzeczywistego p mozna

( )”Z’O: -z /4
k'T’ ,u+k+1)

k=0

zdefiniowa¢ nastepujaco
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J, (z)cos(un) - J_,(2)
sin( um) '

Funkcje Bessela drugiego rodzaju nazywane sg czesto funkcjami Neumanna, a sferyczne

funkcje Bessela drugiego rodzaju — sferycznymi funkcjami Neumanna.

Dla funkcji j, (z) zachodzi wzor

(z) = f,(z)sinz+(=)"" f,_,(z) cosz

jl’l
fo(Z) z, fl(Z)zzf2
fn-1(Z)+ n+1(z):(2n+1)z_lfn(z) dla n=0, £1, £2, ...

Dla funkcji y,(z) zachodzi wzor
y,(z) = (_)MJLH(Z) dla n=0, £1, £2, ...
Funkcje Riccati-Bessela sa rozwigzaniami rOwnania

d2
2 d ZV+[zz—n(n+l)]w=O
z

z

1 wyrazaja si¢ przez sferyczne funkcje Bessela w nastgpujacy sposob

o>

.(2) =
v, (z) =

(1)(2) = Zhsl)(z) . ﬁ(z) (Z) = Zhiz) (Z)

n

77,(2),
zy,(z) (nazywane czesto funkcjami Riccati-Neumanna),

A

n

Dla funkcji Riccati-Bessela zachodza wzory rekurencyjne

d /
—2,(0)+=2,(x)=2,,(x), (B.1)
dx X

d . [+1, N
d Zn (x) - Zn (x) = _Zn+l('x) > (BZ)
X X

gdzie Z, (x) jestrowne ; (x) lub P (x).
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C. Wybrane elementy baz Laguerre’a i Gaussa

W ponizszej tabeli zebrane zostaty elementy rozwinigcia rozwigzan typu sinus i kosinus w
bazie Laguerre’a i Gaussa oraz same funkcje bazowe. L' i C'” sa odpowiednio
wielomianami Laguerre’a 1 Gegenbauera, ,F, 1 F; sa odpowiednimi funkcjami

hipergeometrycznymi, A >0 jest parametrem skalujacym.

Wielkos¢ Baza Laguerre’a Baza Gaussa
. A N 2.2
¢1 (?Lr)[ leXp(— 7”) L(nzl+1)(}v) (Ar)l lexp(— /121” jL(nM/z)(Azl”z)
n! l(ﬁl 2n! 4
®, NT(n+20+2)r" " NT(n+1+3/2)""
[ 2]F(Z+1)n!(5in9)l+l C(M)(COSQ) \/ﬁn!(— l)n ex (_ ijL(lu/z)(nz)nm
Sn [(n+20+2) " I(n+1+3/2) 2)"
o kA2 —1/4
T e 1 1/4
- o
mo=-—->-- -
T 14
—2'T(1+1/2)n! N2/ mr(1+1/2)(- 1)”n!e ( UZJ .
<ol
l Jrl(n + 21+ 2)(sing)’ T(n+1+3/2) P )T
C
" 1 0
szl(—n—zz—l,m1,5—1;sin2(5)j XIE(—n—Z—%,%—I;nz)
2 k
Sinz(Q/Z)Em UEX
[(n+20+2)
(o o) T[2(n+l+1)5mn =10, T(n+20+3/2)
~(n+21+2)5,,.] 2!
I(n+20+2) XNT(n+1+3/2)
mam T[Z(n+l+l)(2)t—l)6mn o [(2n+1+3/2)s,,
+n6,,  +(n+20+2)5,,,] +nd,,,  +(n+1+3/2)6,,.,]
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D. Kody zrédtowe programéw

D.1 Fortran 77

PROGRAM Metoda_J_Macierzy

INTEGER n, Nstart, Nend

REAL*8 delta, tan_delta, aver_delta
REAL*8 sum

REAL*8 t, t_analitic
CHARACTER*8 fout, type
CHARACTER*20 fin

COMMON /N/n /steer/fout,Nstart,Nend /potential_type/type

10 FORMAT (A3,13,A3,F20.15,A4,F20.15,A6,F20.15)
20 FORMAT (I3,3F22.18)
30 FORMAT (I3,A2,F22.18)

*

*

Nazwa pliku z danymi wejsciowymi
fin = j-matrix.dat'

Wczytanie parametrow z pliku
CALL LoadParams(fin)

Glowny plik wynikowy
OPEN(1,FILE="results/"//fout)

Dodatkowy plik wynikowy (format Comma Separated Variables -

csv)

*

OPEN(2,FILE="results///fout//".csv')
WRITE(2,%) ' N, deltafrad]

Przepisanie uzytych parametrow do pliku wynikowego
CALL SaveParams(fin)

IF (type .EQ. ‘well') THEN

Analityczna wartosc przesuniecia fazowego dla studni potencjalu
tan_delta = t_analitic()
delta = atan(tan_delta)

WRITE(*,*)
WRITE(*,(A,F18.15))' Wynik analityczny: d=
WRITE(1,'(A19,F20.15)) "# ANALITICAL RESULT'
WRITE(1,(A19))  '# ~—ememememememee '
WRITE(1,(A7,F20.15)') "# delta=",delta
WRITE(1,/(A1)) '#

' delta

ENDIF
WRITE(*,*) '"Wyniki numeryczne:'

WRITE(1,'(A57)")

& '# NUMERICAL RESULTS: n tan(delta) delta average(delta)’
WRITE(1,'(A57)")

& '# !

sum = 0.d0

Glowna petla programu

DO n = Nstart, Nend

Obliczenie wartosci tan(delta) i delta dla danego n
tan_delta = t(n)
delta = atan(tan_delta)

Obliczenie sredniej wartosci przesuniecia fazowego
sum = sum + delta
aver_delta = sum / (n-Nstart+1)

Zapisanie wynikow do plikow i na ekran
WRITE(*,10) 'n=",n,"t=",tan_delta ,'d=",delta,'av=",aver_delta
WRITE(1,20) n, tan_delta, delta, aver_delta
WRITE(2,30) n,', ',delta
ENDDO

*

Koniec glownej petli programu

CLOSE(1)
CLOSE(2)

END

*

REAL*8 FUNCTION t(N)

Funkcja wylicza numeryczna wartosc tangensa przesuniecia

fazowego

REAL*8 s, c, g, jm

REAL*8 tmp, gN, jmN

REAL*8 k, Eps, v_light

INTEGER N, n_trunc

CHARACTER*16 scheme, tmp_scheme

COMMON /N/n_trunc /scheme/scheme /k/k /Eps/Eps /v_light/v_light

n_trunc =N
gN = g(N-1,N-1)

We wzorze na t wystepuja elementy Jm nierelatywistyczne -
tymczasowo "oszukujemy" procedure liczaca elementy J-macierzy
tmp_scheme = scheme
scheme = 'non-relativistic'
jmN = jm(N,N-1)
scheme = tmp_scheme

IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
tmp = 2.d0 * Eps * v_light / k
ELSE
tmp = 1.d0
ENDIF

=-(s(N-1) + tmp *gN * jmN * s(N) ) /
&  (c(N-1) +tmp *gN *jmN * c(N) )

RETURN
END

*
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REAL*8 FUNCTION t_analitic()

Funkcja oblicza tangens przesuniecia fazowego wg. wzorow
analitycznych (patrz rozdzial 5.3)

REAL*8 X1(2,2), X2(2,2), Y1(2,2), Y2(2,2), i1(2,2), i12(2,2)
REAL*8 k, kpr, I_

REAL*8 Eps, Epspr

REAL*8 V0, a, b

REAL*8 ka, kb, k1a, k1b

REAL*8 a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9,a10,a11,a12,a13,a14
REAL*8 sphbess, sphneum, sphbess_prim, sphneum_prim
INTEGER |

CHARACTER*8 type

CHARACTER*16 scheme

COMMON /k/k /kpr/kpr /potential_type/type /well/v0,a,b
COMMON /scheme/scheme /Eps/Eps /Epspr/Epspr /I/|

IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN

Sformowanie odpowiednich macierzy
CALL formY (Y1, b, k, Eps)

CALL formX (X1, b, kpr, Epspr)

CALL formY (Y2, a, kpr, Epspr)

CALL formX (X2, a, k, Eps)

Wymnozenie macierzy
CALL multiply(2,Y2,X2,il1)
CALL multiply(2,X1,il1,il2)
CALL multiply(2,Y1,il2,il1)



Y(1,1) = -Eps * sphneum(I_-1, kr)

Wynik jako stosunek odpowiednich wspolczynnikow Y(2,1) = -Eps * sphbess(I_-1, kr)
t_analitic = il1(2,1) /il1(1,1) ELSE
Y(1,1) = Eps * sphneum(l_+1, kr)
ELSE Y(2,1) = Eps * sphbess(l_+1, kr)
ENDIF
Zmienne pomocnicze
ka=k*a RETURN
kb=k*b END
k1a = kpr* a
k1b = kpr * b
I_ = dble(l)

REAL*8 FUNCTION fi(n,r)
a1l = sphbess(l_, ka)

a2 = sphbess(l_, k1a) *  Funkcja bazowa
a3 = sphneum(l_, k1a)
a4 = sphbess_prim(I_, ka) REAL*8 lambda, r
a5 = sphbess_prim(l_, k1a) REAL*8 Ir, Ir2
a6 = sphneum_prim(l_, k1a) REAL*8 laguerre
a7 = sphbess(l_, k1b) INTEGER n, |
a8 = sphneum(l_, k1b) CHARACTER*8 basis
a9 = sphbess(l_, kb)
a10= sphneum(l_, kb) COMMON /lambda/lambda /basis/ basis /l/l
a11= sphbess_prim(l_, k1b)
a12= sphneum_prim(l_, k1b) *  Zmienne pomocnicze
a13= sphbess_prim(l_, kb) Ir=lambda *r
a14= sphneum_prim(l_, kb) Ir2 = lambda**2 * r**2
t_analitic = ( a3*a4*(a9*a11-a7*a13)+a2*a4*(a8*a13-a9*a12) + IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN
& al*(a5*a9*a12+a6*a7*a13-a6*a9*a11-a5*a8*a13) ) /
& (a3*ad4*(a7*al4-a10*al1)+a2*ad4*(a10*a12-a8*a14) + * Baza Laguerre'a
& al*(a5*a8*a14+a6*a10*a11-a5*a10*a12-a6*a7*a14) ) fi = Ir**(1+1) * exp(-Ir/2.d0) * laguerre(n,2*I+1.d0,Ir)
ENDIF ELSE
RETURN * Baza Gaussa
END fi = Ir**(1+1) * exp(-Ir2/2.d0) * laguerre(n,|+0.5d0,Ir2)
ENDIF
SUBROUTINE formX(X,r,k,Eps) RETURN
END

REAL*8 X(2,2)
REAL*8 T, k, Eps
REAL*8 kr, |_
REAL*8 sphneum, sphbess REAL*8 FUNCTION psi(n,r)
INTEGER |, kappa

Funkcja bazowa
COMMON /Il /kappal’kappa
REAL*8 r, Ir, Ir2, lambda, k
kr=k*r REAL*8 fi, laguerre
I_ = dble(l) INTEGER n, |, kappa
CHARACTER*8 basis
X(1,1) = sphbess(l_, kr)

X(1,2) = -sphneum(l_, kr) COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /kappa’kappa /I/I
IF (kappa .GT. 0) THEN
X(2,1) = Eps * sphbess(l_-1, kr) Ir = lambda * r
X(2,2) = -Eps * sphneum(l_-1, kr)
ELSE IF (basis. EQ. 'laguerre’) THEN
X(2,1) = -Eps * sphbess(I_+1, kr)
X(2,2) = Eps * sphneum(l_+1, kr) psi = kappa / r * fi(n,r) + exp(-Ir/2.d0) * (
ENDIF & lambda**(1+1) * (I+1) * r**| * laguerre(n,2*1+1.d0,Ir) -
& Ir*(1+1) * lambda/2.d0 * laguerre(n,2*+1.d0,Ir) -
RETURN & Ir**(1+1) * (laguerre(n,2*1+2.d0,Ir)-laguerre(n,2*1+1.d0,Ir)) )
END
ELSE
Ir2=1Ir*Ir
SUBROUTINE formY(Y,r,k,Eps) psi = kappa / r * fi(n,r) + exp(-Ir2/2.d0) * (
& lambda**(1+1) * (I+1) * r**| * laguerre(n,|+0.5d0,Ir2)-
REAL*8 Y(2,2) & Ir**(1+1) * lambda**2 * r * laguerre(n,|+0.5d0,Ir2) -
REAL*8 r, k, Eps & Ir**(1+1) * (laguerre(n,I+1.5d0,Ir2)-laguerre(n,l+0.5d0,Ir2)))
REAL*8 kr, I_
REAL*8 sphneum, sphbess ENDIF
INTEGER |, kappa
RETURN
COMMON /I/l /kappa/kappa END
kr=k*r
I_ = dble(l)

REAL*8 FUNCTION s(n)
Y(1,2) = sphneum(l_, kr)
Y(2,2) = sphbess(l_, kr) *  Funkcja oblicza wspolczynniki rozwiniecia rozwiazania typu sinus
IF (kappa .GT. 0) THEN
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INTEGER n, | & - (n+2*1+2)*k_delta(m,n+1) )
REAL*8 lambda, k

REAL*8 gamma, gegen, laguerre, fact , fact1 ELSE
REAL*8 sint, cost, pi, eta
CHARACTER*8 basis fifi = gamma(n+I+1.5d0) / 2.d0 / fact(n) * k_delta(m,n)
PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0) ENDIF
COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /I/I RETURN
END

Zmienne pomocnicze
sint = k / ( k*k/lambda + lambda/4.d0)
cost = (k**2 / lambda**2 - 0.25d0)/(k**2 / lambda**2 + 0.25d0)

eta = k /lambda REAL*8 FUNCTION psipsi(m,n)
IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN REAL*8 lambda
REAL*8 gamma, k_delta, fact, fact1
s = 2**| * gamma(l+1.d0) * fact1(n,n+2*1+1) INTEGER m, n, |
& *sint**(1+1) * gegen(n, I+1.d0, cost) CHARACTER*8 basis
ELSE COMMON /lambda/lambda /I/l /basis/basis
s = sqrt(2.d0*pi) * (fact(n) / gamma(n+I+1.5d0)) * (-1)**n * IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

& exp(-eta**2/2.d0) * laguerre(n,|+0.5d0,eta**2) * eta**(I+1)
psipsi = fact1(n+2*1+1,n) / 4.d0

ENDIF & * (2.d0*(n+1+1)*(2*lambda-1)*k_delta(m,n) +

& n*k_delta(m,n-1) + (n+2*1+2)*k_delta(m,n+1) )
RETURN
END ELSE

psipsi = lambda**2 * gamma(n+|+1.5d0) / 2.d0 / fact(n) *
& ((2*n+l1+1.5)*k_delta(m,n) + n*k_delta(m,n-1) +

REAL*8 FUNCTION c(n) &  (ntl+1.5)*k_delta(m,n+1))
Funkcja oblicza wspolczynniki rozwiniecia rozwiazania typu kosinus ENDIF

INTEGER n, | RETURN

REAL*8 lambda, k END

REAL*8 fact, gamma, hyperg21, hyperg11, fact1
REAL*8 pi, sint, cost, sin2t, eta
CHARACTER*8 basis

REAL*8 FUNCTION Jm(i,j)
COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /I/l
Funkcja wylicza elementy J-macierzy
PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0) *  Funkcja wywoluje wlasciwa funkcje (obejscie braku zmiennych
*  dynamicznych w Fortranie 77)
Zmienne pomocnicze

sint = k / ( k*k/lambda + lambda/4.d0) INTEGER |, j, n, dim
cost = (k**2 * lambda**(-2) -0.25d0)/(k**2 * lambda**(-2) +0.25d0) REAL*8 Jm1

sin2t = lambda**2 / (4.d0 * k**2 + lambda**2) REAL*8 J1(50,50), J2(50,50)

eta = k / lambda REAL*8 J3(50,50), J4(50,50), Jmac(100,100)

CHARACTER*16 scheme
IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN
COMMON /scheme/scheme /N/n
= -(2)**1 * fact1(n,n+2*1+1) / sint**|

& * hyperg21(-n-2.0d0*l-1.d0, n+1.d0, 0.5d0-l, sin2t) IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
& /sqrt(pi) * gamma(l+0.5d0) dm=2*n

ELSE
ELSE dim=n

ENDIF

¢ = sqrt(2.0/pi) * gamma(l+0.5d0) * (-1)**n * (fact(n) /
& gamma(n+l+1.5d0)) * exp(-eta**2/2.0) * eta**(-I) * Jm =Jm1(, j, n, dim, J1, J2, J3, J4, Jmac)
& hyperg11(-n-1-0.5d0, 0.5d0-I, eta**2)

RETURN
ENDIF END
RETURN
END
REAL*8 FUNCTION Jm(1(i, j, n, dim, J1, J2, J3, J4, Jmac)
INTEGER, j, m, |
REAL*8 FUNCTION fifi(m,n) INTEGER dim
CHARACTER*16 scheme
REAL*8 lambda REAL*8 k, v_light, E
REAL*8 gamma, k_delta, fact, fact1 REAL*8 psipsi, fifi
INTEGER m, n, | REAL*8 J1(n,n), J2(n,n)
CHARACTER?*8 basis REAL*8 J3(n,n), J4(n,n), Jmac(dim,dim)
COMMON /lambda/lambda /I/l /basis/basis COMMON /k/k /scheme/scheme /v_light/v_light /E/E
IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
fifi = fact1(n+2*I1+1,n) / lambda DO m=1,n
&  *(2.d0*(n+l+1)*k_delta(m,n) - n*k_delta(m,n-1) DO I=1,n
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J(m)l) = -E *fifi (n-m, n-l) ENDDO

J2(m,l) = v_light * psipsi (n-m, I-1) ENDDO
J3(m,l) = -(E + 2 * v_light**2) * psipsi (m-1, I-1)
ENDDO *  Przepisanie macierzy A_orig do macierzy A
ENDDO DO i=1,dim
DO j=1,dim
CALL transpose(n,J2,J4) A(i,j) = A_orig(i,j)
ENDDO
DO m=1,dim ENDDO
DO I=1,dim
IF (m.LE.n .AND. I.LE.n) Jmac(m,l)=J1(m,]) *  Policzenie wartosci wlasnych i wektorow wlasnych macierzy A
IF (m.LE.n .AND. I.GT.n) Jmac(m,l)=J2(m,I-n) *  Z wektorow wlasnych utworzona zostanie macierz ortogonalna
IF (m.GT.n .AND. .GT.n) Jmac(m,l)=J3(m-n,I-n) Gamma,
IF (m.GT.n .AND. |.LE.n) Jmac(m,)=J4(m-n,l) *  uzyta nastepnie do diagonalizacji macierzy A
ENDDO CALL eigensys(dim,A,Eigval, Gamma)
ENDDO
Transponowanie macierzy Gamma
Jm1 = Jmac(i+1,j+1) CALL transpose(dim,Gamma,Gamma_transp)
ELSE *  Przepisujemy macierz A_orig do macierzy A
DO i=1,dim
Jm1 =0.5d0 * psipsi(i,j) - k**2/2.d0 * fifi(i,j) DO j=1,dim
Ai,j) = A_orig(i,j)
ENDIF ENDDO
ENDDO
RETURN
END *  Diagonalizacja macierzy A

CALL multiply(dim,A,Gamma,ll)
CALL multiply(dim,Gamma_transp,ll,A_diag)

REAL*8 FUNCTION g(x,y) *  Policzenie elementow macierzowych G_ = A_inv
DO k=1,dim
*  Funkcja pomocnicza, wywolujaca wlasciwa procedure g1 DO i=1,dim
sum = 0.d0
CHARACTER*16 scheme DO j=1,dim
INTEGER x, y, dim, n sum = sum + Gammal(k,j)*Gamma(i,j)/Eigval(j)
REAL*8 A(100,100), A_orig(100,100) ENDDO
REAL*8 Eigval(100) G_(k,i) = sum
REAL*8 Gamma(100,100), Gamma_transp(100,100) ENDDO
REAL*8 11(100,100) ENDDO
REAL*8 G_(100,100), A_diag(100,100)
REAL*8 g1 IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
g1=G_(1,1)
COMMON /scheme/scheme /N/n ELSE
g1 =G_(x+1,y+1)
IF (scheme.EQ."relativistic') THEN ENDIF
dim =2*n
ELSE RETURN
dim=n END
ENDIF
g =
g1(dim,x,y,A,A_orig,Eigval, Gamma,Gamma_transp,ll,G_,A_diag) REAL*8 FUNCTION v(r)
RETURN *  Potencjal rozpraszajacy
END
REAL*8 r
REAL*8 V0, a, b
CHARACTER*8 type

REAL*8 FUNCTION
& g1(dim,x,y,A,A_orig,Eigval, Gamma,Gamma_transp,Il,G_,A_diag) COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

Funkcja wylicza wartosc elementy macierzowe aproksymujace IF (type .EQ. 'well’) THEN
funkcje Greena * Prostokatna studnia potencjalu
IF (r.GE.a .AND. r.LE.b ) THEN
CHARACTER*16 scheme v=v0
INTEGER x, y, dim ELSE
REAL*8 A(dim,dim), A_orig(dim,dim) v=0.d0
REAL*8 Eigval(dim) ENDIF
REAL*8 Gamma(dim,dim), Gamma_transp(dim,dim) ELSE
REAL*8 ll(dim,dim) * Inny potencjal (przyk3ad)
REAL*8 G_(dim,dim), A_diag(dim,dim) v =-1.d0/r2
REAL*8 Jm, vN ENDIF
REAL*8 sum
RETURN
COMMON /scheme/scheme END

5 FORMAT (8F15.10)

*  Utworzenie macierzy wejsciowej (korzystajac z jej symetrycznosci) REAL*8 FUNCTION vN(i,j)
DO i=1,dim
DO j=1,i *  Procedura obcina zadany potencjal w wybranej bazie
A_orig(i,j) = Jm(i-1,j-1) + vN(i-1,j-1)
A_orig(j,i) = A_orig(i,j) INTEGER n_trunc, i, j
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*

INTEGERi_, j_

REAL*8 integral_inf, integral
REAL*8 V0, a, b
CHARACTER*16 scheme
CHARACTER*8 type

COMMON /mn/i_,j_ IN/n_trunc /scheme/scheme
COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

EXTERNAL fi_v_fi, psi_v_psi
IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
IF ( (i .LT. n_trunc) .AND. (j .LT. n_trunc) ) THEN

Obszar "++"
i_ =n_trunc-i-1

j_=n_trunc-j-1

Jezeli studnia potencjalu, to calkujemy tylko w jej obszarze
IF (type .EQ. 'well') THEN

VN = integral(fi_v_fi, a, b)
ELSE

vN = integral_inf(fi_v_fi, 0.dO, 1)
ENDIF

ELSE IF ((i .GE. n_trunc) .AND. (j .GE. n_trunc) ) THEN

Obszar "--"
i_=i-n_trunc
j_=j-n_trunc

IF (type .EQ. 'well') THEN

VN = integral(psi_v_psi, a, b)
ELSE

VN = integral_inf(psi_v_psi,0.d0,1)
ENDIF

ELSE

Obszar "+-" i "+
vN =0.d0

ENDIF
ELSE

Nierelatywistycznie
i =i
=]
IF ((i .LT. n_trunc) .AND. (j .LT. n_trunc) ) THEN

Jezeli studnia potencjalu, to calkujemy tylko w jej obszarze
IF (type .EQ. 'well') THEN
vN = integral(fi_v_fi, a, b)
ELSE
vN = integral_inf(fi_v_fi, 0.d0, 1)
ENDIF

ELSE
vN =0.d0
ENDIF
ENDIF

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION fi_v_fi(r)

Funkcja do wycalkowania przez funkcje vN
REAL*8 r

REAL*8 v, fi

INTEGER m, n

COMMON /mn/m,n

fi_v_fi = fi(m,r) * v(r) * fi(n,r)

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION psi_v_psi(r)

Funkcja do wycalkowania przez funkcje vN
REAL*8 r

REAL*8 v, psi

INTEGER m, n

COMMON /mn/m,n

psi_v_psi = psi(m,r) * v(r) * psi(n,r)

RETURN
END

SUBROUTINE LoadParams(fin)
Procedura wczytuje z pliku dane dla programu

CHARACTER*20 fin
CHARACTER*39 dummy
CHARACTER*8 basis, vol, type
CHARACTER*16 scheme
CHARACTER*8 fout

REAL*8 E, k, kpr, lambda
REAL*8 v0, a, b

REAL*8 Eps, Epspr, v_light
INTEGER |, kappa, Nstart, Nend

COMMON /basis/basis /lambda/lambda /k/k /kpr/kpr /I/I

/kappa/kappa

COMMON /scheme/scheme /v_light/v_light /E/E /Eps/Eps

/Epspr/Epspr
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COMMON /steer/fout,Nstart,Nend /potential_type/type /well/v0,a,b
OPEN(4,FILE=fin)

READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39,D030.20)') dummy, E
READ(4,'(A39,12)')  dummy, |
READ(4,'(A39,12)') dummy, kappa
READ(4,'(A39,D30.20)") dummy, lambda
READ(4,'(A39,A8)") dummy, basis
READ(4,'(A39,A15)') dummy, scheme
READ(4,'(A39,A8)") dummy, vol
READ(4,'(A39,A8)") dummy, type
READ(4,'(A39)) dummy
READ(4,'(A39)) dummy
READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39,A8)") dummy, fout
READ(4,'(A39,13)') dummy, Nstart
READ(4,'(A39,13)") dummy, Nend
READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39)") dummy
READ(4,'(A39,D030.20)') dummy, vO
READ(4,'(A39,D30.20)") dummy, a
READ(4,'(A39,D30.20)") dummy, b

CLOSE(4)

IF (vO .GE. E)
& CALL err('setparams: v0 >=E ")

IF (Nstart.LT.0 .OR. Nstart.GT.Nend)
& CALL err('setparams: Zle parametry sterujace ")

IF (kappa.NE.| .AND. kappa.NE.-I-1 .AND. scheme.EQ.'relativistic')
& CALL err('setparams: Nieskorelowane wartosci liczb kwantowych

IF (vol .EQ. 'finite') THEN
v_light = 137.036
ELSE
v_light = 1.0D6



ENDIF

IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN

k =sqrt(E* (E+2*v_light**2))/v_light

kpr = sqrt( (E-v0) * ((E-v0) + 2 * v_light**2) ) / v_light
ELSE

k =sqrt(2*E)

kpr = sqrt( 2 * (E-v0) )
ENDIF

Eps =sqrt( E/(E + 2 * v_light**2))
Epspr = sqrt( (E-v0) / ((E-v0) + 2 * v_light**2) )

RETURN
END

SUBROUTINE SaveParams(fin)
Procedura przepisuje do pliku wynikowego uzyte parametry i dane

CHARACTER*60 dummy
CHARACTER*20 fin

WRITE(1,'(A17)") # J-MATRIX METHOD'
WRITE(1,'(A17)') '# =--=-nmmmemmer '
WRITE(1,'(A1)) '#
OPEN (3,FILE=fin)
DO i=1,22
READ (3,'(A60)') dummy
WRITE(1,'(A2,A60)") # ',dummy
ENDDO
WRITE(1,'(A1)) '#
WRITE(1,'(A1)) #
CLOSE(3)

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION gegen(n,l,x)

Funkcja wylicza wielomiany Gegenbauera C=C(cost) dla argumentu

z przedzialu -1 < x <1

REAL*8 |, x
REAL*8 fact, fact1, gamma
INTEGER n, m

IF (abs(x) .GT. 1.d0)
& CALL err ('gegen: Argument spoza zakresu

gegen = 0.d0
IF (I. EQ. int(l) ) THEN
DO m=0,n
gegen = gegen + fact1(int(l+m-1),m) * cos((n-2*m)*acos(x))

* fact1(int(I+n-m-1),n-m) / gamma(l)**2
ENDDO

&

ELSE

DO m=0,n
gegen = gegen + gamma(l+m) / fact(m) * cos((n-2*m)*acos(x))
* gamma(l+n-m) / fact(n-m) / gamma(l)**2
ENDDO

&

ENDIF

RETURN
END

SUBROUTINE err(nerr)

Procedura wyswietla nazwe procedury w ktorej wystapil blad,
rodzaj bledu oraz wartosci istotnych zmiennych globalnych

CHARACTER*52 nerr
CHARACTER*8 basis, type

CHARACTER*16 scheme
REAL*8 E, k, kpr, lambda, v0, a, b, Eps, Epspr, v_light
INTEGER |, kappa

COMMON /basis/basis /lambda/lambda /k/k /kpr/kpr /I/]
/kappa/kappa

COMMON /scheme/scheme /v_light/v_light /E/E /Eps/Eps
/Epspr/Epspr

COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

WRITE(*,*) 'Blad w procedurze ',nerr
WRITE(*,*)
WRITE(*,*) 'Wartosci zmiennych globalnych:'

WRITE(*,*) 'basis =',basis
WRITE(*,*) lambda ="'lambda
WRITE(*,*) 'k ='k
WRITE(*,*) 'kpr  ="kpr
WRITE(*,*) 'l ='1
WRITE(*,*) 'kappa ='kappa
WRITE(*,*) 'scheme =',scheme
WRITE(*,*) 'v_light = ",v_light
WRITE(*,*) 'E ='E
WRITE(*,*) 'Eps ='",Eps
WRITE(*,*) 'Epspr =',Epspr
WRITE(*,*) 'type ='type
WRITE(*,*)'vO  ="v0
WRITE(*,*) 'a ='a
WRITE(*,*) 'b ='b

STOP

END

REAL*8 FUNCTION fact(n)
*  Funkcja wylicza na podstawie definicji silnie zadanej liczby
naturalnej n
Funkcja jest typu rzeczywistego, aby powiekszyc zakres jej
dzialania
*  do duzych liczb

*

*

INTEGER n, i

IF (n.LT.0)

& CALL err(‘fact: Ujemny argument funkgji.

IF (n.GT.170)

& CALL err(‘fact: Zbyt duza wartosc argumentu.

fact = 1.d0
DO i=1,n

fact = fact * i
ENDDO

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION fact1(m,n)

Funkcja wylicza na podstawie definicji iloraz silni zadanych
liczb naturalnych min

INTEGER m, n, i

IF (n.LT.0 .OR. m.LT.0)

& CALL err(‘fact1: Ujemny argument funkcji.

IF (abs(n-m).GT.170)

& CALL err(‘fact1: Zbyt duza wartosc argumentu.

IF (m.GT.n) THEN
fact1 = 1.d0
DO i=n+1,m
fact1 = fact1 *i
ENDDO
ELSE
fact1 =1.d0
DO i=m+1,n
fact1 = fact1 *i
ENDDO
fact1 = 1.d0 / fact1
ENDIF
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RETURN
END

INCLUDE 'lib/dgamma.inc'

REAL*8 FUNCTION gamma(x)

Funkcja oblicza wartosc funkcji gamma przy wykorzystaniu
procedury bibliotecznej

REAL*8 x
REAL*8 dgamma

gamma = dgamma(x)

IF (gamma .EQ. 1.D308)
& CALL err('gamma: Niepoprawny argument ")

RETURN
END

INCLUDE 'lib/rjbesl.inc’

REAL*8 FUNCTION bessel(v,z)

Funkcja wylicza wartosci funkcji Bessela pierwszego rodzaju
REAL*8 v, z, res(100), v_frac

REAL*8 hyperg01, gamma

INTEGER nerr, v_int

v_int = INT(v)
v_frac =v-v_int

IF (v.LT.0.) THEN
IF (v .EQ. int(v)) THEN
Calkowite ujemne wartosci v - biblioteka i wzor redukcyjny
CALL rjbesl(z, -v_frac, -v_int+1, res, nerr)
bessel = (-1)**v * res(-v_int+1)
ELSE
Wzor bezposredni (moze zawodzic dla duzych z i v)
bessel =
&  (z/2.d0)**v / gamma(v+1.d0) * hyperg01(v+1.d0,-0.25d0*z**2)
ENDIF
ELSE
Dodatnie wartosci v
CALL rjbesl(z, v_frac, v_int+1, res, nerr)
bessel = res(v_int+1)

ENDIF

IF (nerr.LT.0)
& CALL err('bessel: Nieznany blad w funkcji biblioteczne;j ")

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION bess_prim(v,z)
Funkcja wylicza wartosc pochodnej funkcji Bessela

REAL*8 v, z
REAL*8 bessel

bess_prim = 0.5d0 * ( bessel(v-1,z) - bessel(v+1,z) )

RETURN

END

REAL*8 FUNCTION sphbess(v,z)

Funkcja wylicza wartosc sferycznej funkcji Bessela pierwszego
rodzaju

REAL*8 v, z

REAL*8 pi

REAL*8 bessel

PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

IF (z .EQ. 0.d0)
& CALL err('sphbess: Zerowy argument ")

sphbess = sqrt(pi/2.d0/z) * bessel(v+0.5d0,z)

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION sphbess_prim(v,z)

Funkcja wylicza wartosc pochodnej sferycznej funkcji Bessela
REAL*8 v, z

REAL*8 pi

REAL*8 bessel

PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

sphbess_prim = sqrt(pi/8.d0) * z**(-1.5d0) * (
& z*bessel(-0.5+v,z)-bessel(0.5+v,z)-z*bessel(1.5+v,z) )

END

INCLUDE 'lib/rybesl.inc'

REAL*8 FUNCTION neumann(v,z)

Funkcja wylicza wartosc funkcji Neumana( funkcji Bessela
drugiego rodzaju)

REAL*8 v, z, res(100)

REAL*8 pi, v_frac, bessel

INTEGER v_int, nerr

PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

v_int = INT(v)
v_frac =v-v_int

IF (v .LT. 0.) THEN
IF (v .EQ. int(v)) THEN

*

Calkowite ujemne wartosci v - biblioteka i wzor redukcyjny
CALL rybesl(z, -v_frac, -v_int+1, res, nerr)
neumann = (-1)**v * res(-v_int+1)

ELSE
Wzor bezposredni
neumann = 1.d0 / sin(v*pi) * (
& bessel(v,z)*cos(v*pi)-bessel(-v,z) )
ENDIF
ELSE

*

Dodatnie wartosci v
CALL rybesl(z, v_frac, v_int+1, res, nerr)
neumann = res(v_int+1)

ENDIF
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IF (nerr.LT.0)
& CALL err('neumann: Nieznany blad w funkcji bibliotecznej ")

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION neum_prim(v,z)
Funkcja wylicza wartosc pochodnej funkcji Neumanna

REAL*8 v, z
REAL*8 neumann

neum_prim = 0.5d0 * ( neumann(v-1,z) - neumann(v+1,z) )

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION sphneum(v,z)

Funkcja wylicza wartosc sferycznej funkcji Neumanna
REAL*8 v, z

REAL*8 pi

REAL*8 neumann

PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

IF (z .EQ. 0.d0)
& CALL err('sphneum: Zerowy argument ")

sphneum = sqrt(pi/2.d0/z) * neumann(v+0.5d0,z)

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION sphneum_prim(v,z)

Funkcja wylicza wartosc pochodnej sferycznej funkcji Neumanna
REAL*8 v, z

REAL*8 pi

REAL*8 neumann

PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

sphneum_prim = sqrt(pi/8.d0) * z**(-1.5d0) * (
& z*neumann(-0.5+v,z)-neumann(0.5+v,z)-z*neumann(1.5+v,z) )

END

*

REAL*8 FUNCTION hyperg11(a,c,z)
Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej 1F1(a,c;z)

REAL*8 a, ¢, z
REAL*8 s, d, y

s=1.d0

y=1.d0

DO n=1,200
d=n*((ctn-1)*2)
y = (a+n-1) * (y/d)
y=y*(ctn-1)
y=y*z
IF (s .EQ. s+y) GOTO 10

10 hyperg11 =s

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION hyperg21(a,b,c,z)
Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej 2F1(a,b,c;z)

REAL*8 a, b, ¢, z
REAL*8 s, y

s=1.d0

y=1.d0

DO i=0,200
y=y*(@+)/(cH)* (o+)*2/(i+1)
IF (s.EQ.s+y ) GOTO 10
s=s+y

ENDDO

10 hyperg21=s

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION hyperg01(c,z)
Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej OF 1(a;z)

REAL*8 ¢, z
REAL*8 s,d, y

IF (s .EQ. s+y) GOTO 10
s=s+ty
ENDDO

10 hyperg01=s

RETURN
END

INCLUDE 'lib/dgag.inc'

REAL*8 FUNCTION integral(fun,a,b)

Funkcja oblicza calke oznaczona z funkcji <fun> w granicach [a,b]
30-61 punktowa metoda Gaussa-Kronoda

REAL*8 abserr, a, b

REAL*8 ans, epsrel, epsabs

REAL*8 work(20000)

INTEGER neval, ierr, last, limit, lenw, key
INTEGER iwork(5000)

EXTERNAL fun

Przygotowanie zmiennych wymaganych przez procedure
limit = 5000
lenw = limit*4
epsabs = 1.d-18
epsrel = 1.d-18
key = 6
Wywolanie procedury calkujacej
CALL dqgag(fun, a, b, epsabs, epsrel, key, ans, abserr,
& neval, ierr limit, lenw, last, iwork, work)

IF (ierr .NE. 0)
& CALL err('integral: Nieznany blad w procedurze dgag ")

integral = ans

RETURN
END

78



REAL*8 FUNCTION integral_inf(fun,a,typ)

INCLUDE 'lib/rsm.inc'

Funkcja oblicza calke niewlasciwa z funkcji <fun> w granicach
[-Inf,Inf], [a,Inf] lub [-Inf,a] w zaleznosci od argumentu <typ>

REAL*8 abserr, a

REAL*8 ans, epsabs, epsrel
REAL*8 work(20000) *
INTEGER typ, neval, ierr, last, limit, lenw

INTEGER iwork(5000)

EXTERNAL fun

Przygotowanie zmiennych wymaganych przez procedure
limit = 5000
lenw = limit*4
epsabs = 1.d-18
epsrel = 1.d-18

Wywolanie procedury calkujacej
CALL dqgagi(fun, a, typ, epsabs, epsrel, ans, abserr,
& neval, ierr limit, lenw, last, iwork, work)

IF (ierr .NE. 0)
& CALL err(‘integral_inf: Nieznany blad w procedurze dgagi ")

integral_inf = ans

SUBROUTINE multiply(n,A,B,M)

Procedura mnozy dwie macierze kwadratowe A i B o wymiarach nxn
Wynik => macierz M=A*B (nxn)

INTEGERn, i, j, k
REAL*8 sum
REAL*8 A(n,n), B(n,n), M(n,n)

DO i=1,n
DO k=1,n
sum = 0.d0
DO j=1,n-1
sum = (A(i,j) * B(j,k) ) + sum
ENDDO
sum = (‘A(i,n) * B(n,k)) + sum
M(i,k) = sum
ENDDO
ENDDO
RETURN
END

RETURN
END

REAL*8 FUNCTION k_delta(a,b)

Funkcja zwraca wartosc funkcji delta Kroneckera dla argumentow

INTEGER a, b

IF (a.EQ. b ) THEN
k_delta = 1.d0
ELSE
k_delta = 0.d0
ENDIF

SUBROUTINE transpose(n,A,T)

Procedura transponuje macierz kwadratowa A o wymiarze nxn
Wynik => macierz T (nxn)

INTEGERn, i, j
REAL*8 A(n,n), T(n,n)

DO i=1,n
DOj=1,n
T(00) = AG)
ENDDO
ENDDO

END

RETURN
END

*

*

REAL*8 FUNCTION laguerre(n,a,x)
Funkcja wylicza wartosci stowarzyszonych wielomianow Laguerre'a

INTEGER n
REAL*8 a, x, n_
REAL*8 gamma, fact, hyperg11, fact1

n_ = dble(n)

IF (a .EQ. int(a)) THEN

laguerre = fact1(int(n+a),n)/gamma(a+1)*hyperg11(-n_,a+1,x)
ELSE

laguerre = gamma(n+a+1)/fact(n)/gamma(a+1)*hyperg11(-

n_,a+1,x)

ENDIF

RETURN
END

79

SUBROUTINE eigensys(n,A,val,vec)

Procedura znajduje wektory wlasne i wartosci wlasne rzeczywistej
i symetrycznej macierzy A o wymiarze nxn metoda gl i odwrotnej

iteracji

REAL*8 A(n,n), val(n), vec(n,n)
REAL*8 fwork(2400)
INTEGER nerr, n, i, j
INTEGER iwork(300)

Test symetrycznosci macierzy
DO i=1,n
DO j=1,i
IF (A(i,j) .NE. A(j,i))
& CALL err('eigensys: Niesymetryczna macierz ")
ENDDO
ENDDO

CALL rsm(n, n, A, val, n, vec, fwork, iwork, nerr)

IF (nerr. NE. 0)
& CALL err (‘eigensys: Nieokreslony blad w procedurze rsm ")

RETURN
END



D.2 Mathematica 3.0

(» Metoda J-macierzy - wersja relatywistyczna x)

(» Dane wejsciowe )

basis := "laguerre" (+ wybdr bazy *)

1:- (» orbitalna liczba kwantowa =)
x 3= -1 (» liczba kwantowa *)
A :=1.0 (» parametr skalujacy *)
Viight := 137.036 (+ predkosc swiatla )
€:=2.5 (» energia kinetyczna elektromu «)
e = /;

€ + 2Viignt?
- e (& + 2Viighe?) (+ liczba falowa »)

Vliight

Nerune 2= (» parametr cbciecia potencjalu x)
Vo :=-1.5 (» glebokosc studni potencjalu )
a:=1.0 (» lewa krawedz studni potencjalu *)
b:=1.5 (» prawa krawedz studni potencjalu *)

(» Funkcje bazowe )
¢[n , r ] := If[basis== "laguerre",

11 AT
(1 1) Eb:p[-T] Laguerrel(n, 21+ 1, x 1],

2
(Ar)l*lEbcp[— Azrz] LaguerreL[n, 1+%, Azrz]]

¥[n , r ] := If[basis== "laguerre",

K
—¢[n, r] +
r

A )y
Exp[—Tr] (2™* (1+ 1) r* Laguerrelin, 21+ 1, A1) - (Ar)l*l3 LaguerreLin, 21+ 1, A 1] -
(Ar)]"l (Laguerreli[n, 21+ 2, 1 r] - Laguerreli[n, 21+1, Ar])),

K
—¢[n, ] +
r

22 r?
2

(xpt?t (LaguexreL[n, 1+ %, Azrz] - LaguerreL(n, 1+ %, Azrz]))]

Exp| - ] (Al*l (1+1) r' LaguerreL[n, 1+ —:, 227 - (xp ' 2® r Laguerrel(n, 1+ %, 227 -

(» Wepdlczymniki rozwiniec rozwiazan typu sinus i kosinus x)
x l‘zz__l 2
. . A
sint :- * _; cost: 2 4, sim2t2:—2  ; g
+i k2+_1 4k2+12 A
227 s 227 g
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s[n ] := If[basis-- "laguerre",

2! Gamma[l+ 1] n: sint*?
GegenbauerC[n, 1+ 1, cost],
Gama[n+ 21+ 2]

V2rm (-1® -n?. L 1
z 5= Exp| 71 n*! Laguerrel(n, 1+ =, n?]]
Gamma|n + + 2 2

c[n ] :- If[basis-- "laguerre",
- 2! Gamma[ 1.+ —;] n

— Hypergeametric2F1[-n- 21-1, n+ 1, 1. 1, sin2t2],
v x Gamma[n+ 21+ 2] sintl 2

/ 2 1
= Garma| 1 + 3] (-1 *n 2

(}amra[n+ 1. —g] Exp[ 2 "L 772]]

=

] nt HypergeametriclFl[-n-1- —;,

(» Elementy J-macierzy =)
(» Funkcja delta Kroneckera x)
s[a , b ]:=Iffa=-= b, 1.0, 0.0]
fifin , m ] := If[basis-- "laguerre",
Gama[n+ 21+ 2]
AT
Gamma[n+ 1+ 2]

(2(M+1+1)s(m, n -ns[m, n-1] - (n+ 21+ 2) s§[m, n+ 1]),

psipsi[n , m ] :- If[basis-- "laguerre",

Gamma[n+ 21+ 2]
4n

2% Gamma[n+ 1+ %]

(2Mm+1+1) (22-1) s[(m, n] +n5[M, n-1]+ (n+ 21+ 2) 5[m, n+ 1]),

T ( (2n+1+ %) s[m, n] +ns[m, n-1j + (n+ 1. %) s[m, N+ 1])]

(» Nierelatywistyczna J-macierz x)
i, K ..
Jdonn ,m] := 2 psipsi[n, m] - = fifi[n, m]

Jolin , m ] := - fifi[Nene - D- 1, Nenme - m- 1)
Jn2[n , M ] := Viight PSipsi[Nene - n- 1, m]
J3[n , m ] := - (€ + 2Viig”) psipsi[n, m]

Jl- A‘l’.‘.l’.‘ay[Jinl, {Neruner Nemme} s 017

J2 = ArraY[m: {Neruner Nerune} # 017

J3 = Array[Jm3, {Newnes Nernc} s 017

J4 = Transpose[Array[Jn2, {Nemnes Nenmc}, 0117
<< LinearAlgebra MatrixManipulation™

Jup = AppendRows[Jl, J2];

Jdown = AppendRows[J4, J3];

(» Relatywistyczna J-macierz x)
J = AppendColums|Jup, Jdown] ; MatrixForm[J]

81



-45. 15. 0. 0. 205.554 616.662

15. -20. 5. 68.518 274.072 205.554
0. 5. -5. 68.518 68.518 0.
0. 68.518 68.518 -18780.1  -18780.1 0.
205.554 274.072 68.518 -18780.1  -75120.5  -56340.3
616.662 205.554 0. 0. -56340.3 -169021.

(» Potencjal =)

(» Potencjal rozpraszajacy )

Vir ] :=If[r>bé&&k r<a, 0.0, Vg

(* Pota’:cjal abciety *)

Ve[, M ] 2= If[N>= Nenne || M>= Nenne 5
If[n>= Nenne & M>= Nenne, Integrate[y [n- Newne, ¥] VIX] ¢ [M- Nenes X1, {X, @, b}, 0],
Integrate[¢ [ Nenne - - 1, X] V[X] ¢ [Nenne - M- 1, 1], (X, &, b}]]

Vx = Array | Virune s {2 Nernner 2 Nenne} » 0] 7 MatrixForm[ Vi

-0.0209252 -0.016689 -0.00648953 0 0 0
-0.016689 -0.187646 -0.245222 0 0 0
-0.00648953 -0.245222 -0.332555 0 0 0
0 0 0 -0.0831388 -0.227583 -0.290511
0 0 0 -0.227583 -0.624689 -0.801628
0 0 0 -0.290511 -0.801628 -1.03905

A= J+ Vy; MatrixForm[A]

-45.0209 14.9833 -0.00648953 0. 205.554 616.662
14.9833 -20.1876 4.75478 68.518 274.072 205.554
-0.00648953  4.75478 -5.33256 68.518 68.518 0.

0. 68.518 68.518 -18780.2 -18780.3 -0.290511
205.554 274.072 68.518 -18780.3 -75121.1 -56341.1
616.662 205.554 0. -0.290511 -56341.1 -169022.

(» Diagonalizacja macierzy A «)

r = Eigenvectors[A4] ;

r' = Transpose[r] ;

Agirg=T .A.T';

gn[n , m] := Sum[(r'[[n, 311 v (M, 11) / Agiag[ [T F11+ {3+ 1s 2+ Nernc} ]
g= Array[gm, {2 Nenes 2 Nenc}] 7

(» Qbliczenie przesuniecia fazowego *)
gn=9l11, 1113
In = J0[ Nernne r Nemme - 115
2e Viight _
k I
(» Pierwszy wzlr )
_ S[Nenme - 1] + OGN InS[Nenme]
C[ Nenne - 1] + P g InC[ Nerune] !
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6N = ArcTan[ tansy)
0.131831

On=90[1, 2Nennel 15
o= 2 Viights
(» Drugi wzor =)
_ _ 8[Nerunc - 1] + tip N INS[Nere] |,
C[ Nene - 11 + t0p G INCI Nerume]

6N = ArcTan[ tansy)

0.131852

(» Qbliczenia za pamoca wzoru analitycznego *)
(» Sferyczne fumkcje Bessela i Neumanna «)

1
2

" T
jIv,z ] := \/ﬂ BesselJ[V+ , z]

niwv,z]j:= \/L BesselY[V+ i, z]
- = 2% 2

.. ._\/ e-Vp
pem (e- Vo) +2Viight?

A (e- Vo) ((& - Vo) + 2Viign?)
Vlight
X[r ,k ,e 1:=If[x< 0, {{Ji1, kx1, -n[1, kr1}, {-eJjrl+1, kr1, en[l+1, krjij,
{{Jjil, kxry, -n[l, kn}, {e j[1-1, kx], -en[l-1, krj}}1]

kpr_iIn o=

Yir,k ,e ]:=If[x<0, { {en[l+1, k], n[l, kr1}, {¢ j(1+ 1, k], (1, kx1}},
{{-en[l-1, kr], n[l, kry}, {-ejrl-1, kry, jil, krj

Yl- Yib, k, €7;

Xl- X[b, kprim/s eprim] ;

Y2 - Y[a, kprims eprim] 7

X2=- X[a, k, €];

i1-v1.X1.¥2.X2.{1, 0};

(» Obliczenie przesuniecia fazowego x)
tansace = 111211 /41[[11];

6 acc = ArcTan|[ tans ooc]

0.108927
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