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1. Wst p

     Metoda J-macierzy, zaproponowana przez Hellera i Yamaniego w 1974 roku [1], [2] i
pó niej  rozwini ta przez Yamaniego i Fishmana [3], jest przyk adem algebraicznej metody w
kwantowej teorii rozpraszania potencjalnego. Punktem kluczowym metody jest reprezentacja
hamiltonianu w odpowiedniej  bazie, co zmienia ró niczkowy problem rozpraszania w czysto
algebraiczny. Relatywistyczna wersja metody zosta a sformu owana przez P. Horodeckiego w
1998 roku [4] jako naturalne rozszerzenie teorii nierelatywistycznej.

     W rozdziale drugim przedstawiono szczegó owy opis elektronu swobodnego oraz
elektronu w polu centralnym w oparciu o równanie Diraca. Wyprowadzone zosta y równie  w
nim radialne równania Diraca. W rozdzia ach trzecim i czwartym zawarte s  metody
obliczania ró niczkowych przekrojów czynnych oraz przesuni  fazowych w rozpraszaniu,
mi dzy innymi metod  J-macierzy (wersje nierelatywistyczna i relatywistyczna), w oparciu o
któr  autor wykona  obliczenia numeryczne opisane w rozdziale pi tym. Wnioski autor
zawar  w rozdziale szóstym.

     Rozdzia y drugi oraz trzeci oraz uzupe nienia A i B oparte s  na notatkach R.
Szmytkowskiego [5] i pracy dyplomowej M. Kroœnickiego [6]. Rozdzia  czwarty oparty jest
na pracy P. Horodeckiego [4] oraz cz ciowo na pracy Yamaniego i Fishmana [3].
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2. Równanie Diraca1

2.1 Cz stka swobodna

     W celu wyprowadzenia równania Diraca, napiszmy relatywistyczny zwi zek mi dzy
energi  i p dem dla cz stki swobodnej:

E c m c2 2 2 4p . (2.1.1)

Oczywi cie p2 2 2 2p p px y z .

Zast pujemy energi E   oraz sk adowe p du p  odpowiednimi operatorami:

E
t

i , p
xx i , p

yy i , p
zz i .

Zgodnie z regu ami mechaniki kwantowej, powy sze operatory dzia aj  na funkcj  falow :

i
t

c m c2 2 2 2 4 .

Problem wyci gania pierwiastka z operatora Dirac rozwi za  nie podnosz c obu stron
równania (2.1.1) do kwadratu, co prowadzi oby do równania Kleina-Gordona. Skorzysta
natomiast z pewnych w asno ci tzw. macierzy Pauliego:

1

0 1
1 0 , 2

0
0
i

i , 3

1 0
0 1 .                 (2.1.2)

Szukany pierwiastek znajdujemy w nast puj cej postaci

c m c c mc2 2 2 4 2p p ,
gdzie

1 2 3, , ,    , ,p p p px y z .

Z porównania stron wynika, e wielko ci k   i   musz  posiada  nast puj ce w asno ci:

k l l k kl I2 ,          k k 0 ,        2 1, k l,  ,  ,  1 2 3 .

Dirac znalaz  twory matematyczne spe niaj ce powy sze zale no ci w  postaci macierzy
4 4

1 Rozdzia  oparty jest o nie opublikowane notatki R. Szmytkowskiego [5] oraz prac  M. Kro nickiego [6].
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k
k

k

0
0

2

2
,

I
I

2 2

2 2

0
0 .             (2.1.3)

     Zale ne od czasu równanie Diraca mo emy wi c zapisa  w zwi z ej postaci

i , ,
t

t H tr  r ,         (2.1.4)

gdzie

r

r

r

r

r

,

,

,

,

,

t

t

t

t

t

1

2

3

4

      (2.1.5)

jest funkcj  czterosk adnikow  (spinorem), H  jest hamiltonianem Diraca. Dla cz stki
swobodnej ma on wcze niej wprowadzon  posta :

H c mcp 2 ,      (2.1.6)

gdzie ip ,  natomiast     jest wektorem okre lonym wcze niej.

     Napiszmy równanie Diraca w postaci

i , i , i , , , ,

i , i , i , , , ,

i , i , i ,

t
t c

x
t

y
t

z
t mc t

t
t c

x
t

y
t

z
t mc t

t
t c

x
t

y
t

z

1 4 4 3
2

1

2 3 3 4
2

2

3 2 2

0

0

r r r r r

r r r r r

r r r 1
2

3

4 1 1 2
2

4

0

0

r r

r r r r r

, , ,

i , i , i , , ,

t mc t

t
t c

x
t

y
t

z
t mc t .

(2.1.7)

Zak adamy rozwi zania powy szego równania w postaci fali p askiej

r, i( )t a e kz t , 1 2 3 4, , ,   .

Po podstawieniu rozwi zania, oraz uwzgl dnieniu, e E  i p kz , otrzymujemy:
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E mc a cp a
E mc a cp a

cp a E mc a
cp a E mc a

z

z

z

z

2
1 3

2
2 4

1
2

3

2
2

4

0
0
0
0

,
,
,
.

       (2.1.8)

Uk ad równa  (2.1.8) jest uk adem jednorodnym, ma wi c nietrywialne rozwi zania wtedy i
tylko wtedy, gdy zeruje si  wyznacznik macierzy jego wspó czynników:

E mc cp
E mc cp

cp E mc
cp E mc

z

z

z

z

2

2

2

2

0 0
0 0

0 0
0 0

.     (2.1.9)

Zachodzi to wówczas, gdy E c m c2 2 2 4p . Spe niony jest zatem, znany ze szczególnej

teorii wzgl dno ci, zwi zek p du i energii.

     Poniewa  macierz (2.1.9) jest macierz  rz du drugiego, to uk ad równa  (2.1.8) posiada
tylko dwa liniowo niezale ne rozwi zania. Mo emy je zapisa  w postaci

a a a
cp

E mc
a

a a a a
cp

E mc

z

z

1 2 3 2 4

1 2 3 4 2

1 0 0

0 1 0

, , , ,

, , , .

Rozwi zania te mo na zapisa  w zwartej postaci:

r, ei( )t cp
E mc

z
kz t

1
0

0
2

     (2.1.10)

oraz

r, ei( )t
cp

E mc
z

kz t

0
1
0

2

.      (2.1.11)

Rozwi zanie równania (2.1.7) jest kombinacj  liniow  powy szych rozwi za :
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r, ei( )t A cp
E mc

B
cp

E mc

z

z

kz t

1
0

0

0
1
0

2

2

.

2.2 Cz stka w polu centralnym

     Hamiltonian Diraca dla elektronu w polu centralnym  V r  ma posta

H c mc V rp 2 .         (2.2.1)

Operator ca kowitego momentu p du elektronu J  jest zdefiniowany jako suma operatorów

orbitalnego momentu p du L  i spinu S ,  tzn. J L S ,  gdzie L ri , S
1
2

D .

Macierz D jest zdefiniowana nast puj co

D
0

0 . (2.2.2)

Zdefiniujmy ponadto nast puj ce operatory:

J L S2 2 , J L Sz z z .

Operator  Lz   jest rzutem operatora orbitalnego momentu p du L   na wyró nion  o z ,

natomiast operator  Sz   jest rzutem operatora spinu na t  sam  o . B dziemy tak e

pos ugiwa  si  zwi zanymi z nimi operatorami    i z

2 2 2 2
21

2
J D ,

z z z z
DJ

1
2

,

gdzie zdefiniowano
L

   oraz z
zL

.

     Napiszmy teraz równanie w asne dla operatora sk adowej ca kowitego momentu p du z

w kierunku z :

z z
D m

1
2

.   (2.2.3)
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Liczb m  nazywamy magnetyczn  liczb  kwantow 2.

     Przedstawiamy funkcj   w postaci czterosk adnikowego spinora (2.1.5) oraz
korzystamy z postaci operatora  z   we wspó rz dnych sferycznych

z i

oraz ze wzorów (2.1.2) i (2.2.2), otrzymuj c nast puj ce równania:

1 1

2 2

1
2
1
2

r m r

r m r

, , i , , ,

, , i , , ,
 (2.2.4)

3 3

4 4

1
2
1
2

r m r

r m r

, , i , , ,

, , i , , .
(2.2.5)

Rozwi zania powy szych równa  s  nast puj ce:

1 1

1
2

2 2

1
2

3 3

1
2

4 4

1
2

r C r

r C r

r C r

r C r

m

m

m

m

, , , e ,

, , , e ,

, , , e ,

, , , e

i

i

i

i
.

Aby zachowa  jednoznaczno  problemu w asnego (2.2.3) przy obrotach o k t  2 ,  liczba
m  musi by  liczb  po ówkow , tzn.

m
1
2

3
2

5
2

7
2

, , , , ...

Wprowad my operator
K D 1 .

2 Wcze niej symbolem m oznaczano mas  cz stki, jednak, wed ug autora, nie powinno to prowadzi  do
nieporozumie .
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     Mo na wykaza , e operator ten komutuje z hamiltonianem (2.2.1) a tak e z operatorami

J 2 2 . Wynika st d, e zamiast szuka  jednoczesnych funkcji w asnych operatorów

, ,H z
2 , mo emy szuka  jednoczesnych funkcji w asnych operatorów , ,H K z .

     Chcemy znale  funkcje w asne operatora  K .  W tym celu przedstawmy funkcj    w
postaci

A

B
,     (2.2.6)

gdzie A    i B   s  dwusk adnikowe:

A
1

2
, B

3

4
.     (2.2.7)

Równanie na warto ci w asne operatora K   mo emy zapisa  w postaci

D A

B

A

B
1

lub
1 0
1 0

A

B .

Jak wida , w powy szych równaniach  A   i   B   s  rozseparowane. U ywaj c wzorów

(2.1.2) oraz (2.2.7), otrzymujemy

z

z

z

z

1
1 0

1
1 0

1

2

3

4

,

,
          (2.2.8)

gdzie zdefiniowano x yi .

Wykonajmy mno enie w pierwszym z powy szych równa :

z

z

1 0
1 0

1 2

2 1 .
              (2.2.9)

Korzystaj c z relacji komutacyjnej operatorów  x y,

x y z, i ,
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otrzymujemy dla operatorów  ,   nast puj ce zwi zki:

2 2

2 2
z z

z z

,
.

Dzia aj c na pierwsze z równa  (2.2.9)  operatorem ,  na drugie operatorem  oraz

korzystaj c z powy szych zwi zków, mamy:

z z z

z z z

1 0
1 0

1
2 2

2

2
2 2

1 .

W czterospinorze    za o yli my, e jest on funkcj  w asn  operatora z  z warto ci  w asn

m .  Wykorzystuj c równania (2.2.4), mo emy przepisa  powy sze równania w postaci

m m m

m m m

1
2

1
2

1
2

0

1
2

1
2

1
2

0

1
2

2

2

2
2

2

1 .

Podstawiaj c wy ej równania (2.2.9), otrzymujemy:

m m m

m m m

z

z

1
2

1
1
2

1
2

0

1
2

1
1
2

1
2

0

2
2

2

2

1
2

2

1 .

Podstawiaj c ponownie  równania (2.2.4), otrzymamy

m m m m

m m m m

1
2

1
2

1
2

1
2

0

1
2

1
2

1
2

1
2

0

2
2

2

2

1
2

2

1 .

Po uproszczeniach dostajemy
2

1 1
2

2 2

1
1

,
.
 (2.2.10)
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Powy sze równania s  równaniami na warto ci w asne dla operatora 2 . Wiemy, e
warto ciami w asnymi tego operatora s l l 1 , a funkcjami w asnymi s  harmoniki
sferyczne, zatem powy sze równania mo na przepisa  w postaci

2
1 1

2
2 2

1
1

l l
l l

,
.

(2.2.11)

Z porównania (2.2.10) i (2.2.11) wynika, e

2 1 0l l , (2.2.12)
sk d z kolei wynika, e

l l 1.

Ze wzgl du na s uszno  równa  (2.2.4), musi zachodzi

1 1

1
2

2 2

1
2

R r Y

R r Y

l

m

l

m

,r

r .

Przepiszmy teraz drugie z równa  (2.2.8) w postaci:

z

z

1 0
1 0

3 4

4 3 .

Porównuj c te równania z równaniami (2.2.9) zauwa amy, e ró ni  si  od siebie tylko
znakiem przed .  Oznaczaj c rz d harmoniki sferycznej wchodz cej w sk ad  3 , 4   przez

l   i wykonuj c w (2.2.10) i w (2.2.12) zamian , otrzymujemy dla sk adowych 3   i

4   nast puj ce równania
2

3 3
2

4 4

1
1

,
,

oraz
l l2 1 0 .

Rozwi zania powy szego równania s  nast puj ce:

l
1.

     Rozpatrzmy dwa przypadki

l l
l

l 1,
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l l
l
l1

1
2.

Poniewa l    jest nieujemne (jest to bowiem rz d harmoniki sferycznej), otrzymujemy:

l
l 1

dla
dla

0
0,

l
l
l

1
1
,
,

l
l

1
0
,
,

0
0.

Ze wzgl du na powy sze zale no ci oraz wzory (2.2.5) mamy dla   0   (czyli l )

3 3 1

1
2

4 4 1

1
2

R r Y

R r Y

l

m

l

m

,

,

r

r

oraz dla 0   (czyli  l 1)

3 3 1

1
2

4 4 1

1
2

R r Y

R r Y

l

m

l

m

,

.

r

r

Rozwa my teraz równanie na warto ci w asne dla operatora 2 :

2 1j j .      (2.2.13)
Poniewa

2 2 21
4

D D ,

gdzie

D 2

3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

,

oraz, po skorzystaniu z definicji operatora K ,  równanie (2.2.13) przyjmuje posta

2 1
4

1K j j .

Przedstawiaj c funkcje  w postaci (2.2.6) otrzymamy:
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2

2

1
4

1

1
4

1

,

.

K j j

K j j

A A

B B

Jednak e A   jest funkcj  w asn  operatorów  2   i  K   z warto ciami w asnymi

odpowiednio l l 1  i ,  lub równowa nie 1   i  . B   jest natomiast funkcj

w asn  operatorów  2   i  K   z warto ciami w asnymi odpowiednio  1   i  .
Oznacza to, e ostatnie równania przyjmuj  posta

2

2

1 4 1

1 4 1

/ ,

/ .
A A

B B

j j

j j

Aby rozwi zania powy szych równa  by y nietrywialne, musi zachodzi

j j2 2 1
4

0 j

1
2

1
2

.

     Rozpatrujemy dwa mo liwe przypadki: 0  i 0 ,  przyjmuj c przy tym, e j 0 :

0 ,     l j l 1 2/ ,
0 , l 1 j l 1 2/ .

Najogólniej zwi zek mi dzy liczbami kwantowymi , ,j l   mo na przedstawi  w postaci

2 1j l j .

Zbierzmy powy sze rozwa ania w tabeli:

0 , l , j l
1
2

0, l 1,  j l
1
2

1 1

1
2R r Yl

m
r 1 1

1
2R r Yl

m
r

2 2

1
2R r Yl

m
r 2 2

1
2R r Yl

m
r

3 3 1

1
2R r Yl

m
r 3 3 1

1
2R r Yl

m
r

4 4 1

1
2R r Yl

m
r 4 4 1

1
2R r Yl

m
r

Tabela przedstawia funkcje w asne hamiltonianu Diraca dla elektronu w polu centralnym
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2.3 Funkcje w asne hamiltonianu Diraca w polu centralnym

     Ponownie rozpatrzmy uk ad równa  (2.2.9), gdzie 1 , 2   s   nast puj cej postaci:

A
l

m

l

m

R r Y

R r Y

1

2

1

1
2

2

1
2

r

r
.

Korzystaj c ze wzorów (2.2.4), (A.1),  mo emy (2.2.9) przepisa  nast puj co:

m R r Y l m l m R r Y

l m l m R r Y m R r Y

l

m

l

m

l

m

l

m

1
2

1
1
2

1
2

0

1
2

1
2

1
2

1 0

1

1
2

2

1
2

1

1
2

2

1
2

,

.

r r

r r

Powy szy uk ad równa  musi by  spe niony dla dowolnego kierunku wersora r ,  wi c

m R r l m l m R r

l m l m R r m R r

1
2

1
2

1
2

0

1
2

1
2

1
2

0

1 2

1 2

,

.

    (2.3.1)

Aby uk ad ten posiada  nietrywialne rozwi zania, musi znika  jego wyznacznik wiekowy.
Dostajemy wi c

1
2

1
2

2 2

l ,

sk d otrzymujemy:
1 l 2 1l .

Ze wzoru  (2.3.1)  wynika, e funkcje R r1  i R r2  ró ni  si  tylko o sta y czynnik. W

zwi zku z tym mo emy napisa , e R r1  i R r2 s  proporcjonalne do pewnej funkcji ~P r

R r AP r

R r BP r
1

2

~ ,
~ .

Podstawiaj c te zale no ci do (2.3.1), otrzymamy
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m A l m l m B P r

l m l m A m B P r

1
2

1
2

1
2

0

1
2

1
2

1
2

0

~ ,

~ .

Mamy do rozpatrzenia dwa przypadki:  l    oraz l 1.

     Najpierw rozpatrzmy przypadek  l .  Podstawiaj c t  zale no  do (2.3.1) dostajemy:

A
B

l m

l m

1
2
1
2

.        (2.3.2)

Zak adamy, e funkcja  ~P r   jest unormowana. Z warunku unormowania funkcji A

dostajemy, e A B2 2 1 . Wykorzystuj c zwi zek (2.3.2), dostajemy

A
l m

l
B

l m

l

1
2

2 1

1
2

2 1
, ,

sk d wynika, e funkcj  falow A   dla dodatnich   mo na zapisa  w postaci

A

l

m

l

m

P r

l m

l
Y

l m

l
Y

( ) ~r
r

r

1
2

2 1
1
2

2 1

1
2

1
2

.

A  oznacza funkcj  falow A   dla 0 .  Cz sto zapisujemy powy szy wzór jako

A mP rr r~ ,    (2.3.3)
gdzie

m

l

m

l

m

l m

l
Y

l m

l
Y

r
r

r

1
2

2 1
1
2

2 1

1
2

1
2

jest spinorem sferycznym dla  0 ,  co symbolizuje indeks  .
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     Teraz rozpatrzmy przypadek  0,  tzn. l 1.  Podstawiaj c t  zale no  do (2.3.1),
dostajemy:

A
B

l m

l m

1
2
1
2

.

Ponownie, korzystaj c z warunku unormowania funkcji  A ,  otrzymujemy:

A
l m

l
B

l m

l

1
2

2 1

1
2

2 1
, .

Zatem funkcj  falow  mo emy zapisa  w tym przypadku nast puj co:

A

l

m

l

m

P r

l m

l
Y

l m

l
Y

( ) ~r
r

r

1
2

2 1
1
2

2 1

1
2

1
2

.

A  oznacza funkcj  falow A   dla 0 .  Zapisujemy powy szy wzór jako

A mP rr r~ , (2.3.4)
gdzie

m

l

m

l

m

l m

l
Y

l m

l
Y

r
r

r

1
2

2 1
1
2

2 1

1
2

1
2

jest spinorem sferycznym dla 0 ,  co symbolizuje indeks . Poniewa ~P r   w ogólno ci

zale y od ,  funkcje ~P r  we wzorach (2.3.3), (2.3.4) nie s  tymi samymi funkcjami.

     Analogiczne obliczenia mo na przeprowadzi  dla B ,  otrzymuj c dla 0

B mQ rr ri ~ , (2.3.5)
gdzie



18

m

l

m

l

m

l m

l
Y

l m

l
Y

r
r

r

1
2

2 1
1
2

2 1

1

1
2

1

1
2

.

Indeks  oznacza, e jest to spinor sferyczny dla sk adowej B   przy 0.

     Dla 0  otrzymujemy
B mQ rr ri ~ , (2.3.6)

gdzie

m

l

m

l

m

l m

l
Y

l m

l
Y

r
r

r

3
2

2 3
3
2

2 3

1

1
2

1

1
2

.

Indeks   oznacza, e jest to spinor sferyczny dla sk adowej  B    przy  0 . Jednostka

urojona w powy szych wzorach pojawi a si  dla u atwienia dalszych oblicze .

     Zapiszmy teraz radialne funkcje w postaci

~ ,

~ .

P r
r

P r

Q r
r

Q r

1

1                 (2.3.7)

Mo emy teraz zebra  poprzednie wyniki i zapisa  je w tabeli.

0 ,     j l
1
2

0,     j l
1
2

r
r
r

1
r

P r
Q r

m

mi
r

r
r

1
r

P r
Q r

m

mi

Tabela przedstawia funkcje w asne hamiltonianu Diraca w polu centralnym

2.4 Radialne równanie Diraca

    Napiszmy równanie w asne dla hamiltonianu Diraca w polu centralnym (2.2.1)

c mc V r Ep 2 .
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Korzystaj c ze wzorów (2.1.3), powy sze równanie mo emy wyrazi  w nast puj cy sposób:

c E mc V r

c E mc V r
B A

A B

,

,

p

p

2

2

co jest równowa ne zapisowi

z

z

z

z

c
E V mc

c
E V mc

c
E V mc

c
E V mc

3 4
2

1

3 4
2

2

1 2
2

3

1 2
2

4

i

i

i

i

,

,

,

.

Symbole  z , ,   zdefiniowane s  w dodatku A.

Ponownie rozpatrujemy dwa przypadki: l   oraz l 1.

     Dla  l   ze wzorów (2.3.3), (2.3.5), (2.3.7) oraz korzystaj c z zale no ci (A.2), (A.3)
dla harmonik sferycznych, mamy

d
d
d

d
.

r
P r

l
r

P r
E mc V r

c
Q r

r
Q r

l
r

Q r
E mc V r

c
P r

2

2

     Dla  l 1  ze wzorów (2.3.4), (2.3.6), (2.3.7) oraz korzystaj c z zale no ci (A.2),
(A.3) dla harmonik sferycznych, mamy

d
d
d

d
.

r
P r

l
r

P r
E mc V r

c
Q r

r
Q r

l
r

Q r
E mc V r

c
P r

1

1

2

2

Powy sze uk ady równa  mo na zapisa  w bardziej zwartej postaci

d
d
d

d
,

r
P r

r
P r

E mc V r
c

Q r

r
Q r

r
Q r

E mc V r
c

P r

2

2       (2.4.1)
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lub w postaci macierzowej

mc E V r c
r r

c
r r

mc E V r

P r
Q r

2

2
0

d
d

d
d

.

Przedstawiaj c energi  ca kowit E  jako sum  energii kinetycznej  oraz energii
spoczynkowej mc2 ,  tzn.

E mc2 ,

powy sze równanie mo na zapisa  w postaci

V r c
r r

c
r r

mc V r

P r
Q r

d
d

d
d

2
0

2
.

3. Potencjalne rozpraszanie elektronów3

3.1 Obliczanie ró niczkowych przekrojów czynnych

    B dziemy zajmowa  si  relatywistycznym opisem rozpraszania elektronów na potencja ach
centralnych zanikaj cych szybciej ni r 2 . Propagacj  elektronu padaj cego b dziemy
opisywa  jako propagacj  fali p askiej rozchodz cej si  w kierunku z . Asymptotycznie,
funkcj  opisuj c  elektron za o ymy w postaci z o enia fali p askiej (od elektronu
padaj cego) (por. 2.1) oraz rozchodz cej si  fali sferycznej:

r r rf     dla r .            (3.1.1)

r  jest fal  p ask  postaci

r

a
a
a
a

kz

1

2

3

4

ei ,

natomiast f r  jest fal  sferyczn

3 Rozdzia  oparty jest o nie opublikowane notatki R. Szmytkowskiego [5] oraz prac  M. Kro nickiego [6].
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f

kr

F
r

r r
ei

.

Amplitud  rozpraszania F r  definiujemy nast puj co

F

a
a
a
a

r

r
r
r
r

1

2

3

4

.

Oczywi cie /r r r  jest wektorem jednostkowym (wersorem) w kierunku r . Sk adowe
asymptotycznej postaci funkcji opisuj cej elektron (3.1.1) mo na przedstawi  w postaci:

( ) e ,
ei

i

r a a
r

kz
kr

    przy r ,       (3.1.2)

gdzie 1 2 3 4, , ,   . Poka emy, e amplitud F r  mo emy przedstawi  w postaci

F c
E mc

f

f
f

r
r

p
r2

,   (3.1.3)

gdzie p f  jest wektorem p du cz stki po rozproszeniu, dla którego zachodzi zwi zek

p kf f , gdzie k rf k  jest wektorem falowym cz stki po rozproszeniu. Spinor f r  ma

posta

f

a
a

r
r
r

1

2
.     (3.1.4)

W obszarze, gdzie V r  zanika, funkcja   spe nia równanie dla cz stki swobodnej

c + mc E .p r2 0       (3.1.5)

Podstawiaj c do powy szego równania funkcj r  w postaci (3.1.1) i korzystaj c z tego, e
funkcja r  spe nia równanie w asne dla cz stki swobodnej, otrzymujemy

c + mc E F
r

kre
.

i

p r2 0

Obliczmy pomocnicze wyra enie:
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e
i

d
d

e ei i i

p
r

p
kr kr

f

kr

r r r r r
   przy r .

Korzystaj c z tego, mo emy przepisa  równanie (3.1.5) w postaci

c + mc E Ffp r2 0.       (3.1.6)

Przedstawiaj c amplitud F r  nast puj co

F f

f
r

r
r

i podstawiaj c j  do (3.1.6), otrzymujemy

f
f

f

c
E mc

r
p

r2 ,

co ko czy dowód wzoru (3.1.3).

    Spinor r  opisuj cy cz stk  swobodn  daje si  przedstawi  w analogicznej postaci

r
r

p
r

i

i
i

kzc
E mc

ei

2
,      (3.1.7)

gdzie pi  jest wektorem p du cz stki przed rozproszeniem. Funkcja i  ma posta

i

a
a

1

2
.     (3.1.8)

W teorii Diraca g sto  pr du prawdopodobie stwa definiuje si  nast puj co:

j c † .

Wyprowadzimy teraz wzór na ró niczkowy przekrój czynny. Definiuje si  go jako stosunek
liczby cz stek rozproszonych w jednostce czasu w jednostkowy k t bry owy do g sto ci
strumienia cz stek padaj cych. Obliczmy najpierw liczb cz stek  d N  rozproszonych w k t
bry owy d  w kierunku n rf

d d d dN c r cF Ff f f fj S n r n rf
† †2 ,         (3.1.9)
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gdzie  d S  jest powierzchni  zorientowan  o polu infinitezymalnie ma ym i ustawion
prostopadle do wektora n f ,  a  j f   jest g sto ci  pr du cz stek rozproszonych. Z drugiej

strony, d N  jest proporcjonalne do modu u wektora g sto ci pr du cz stek padaj cych ji

oraz do k ta bry owego d ,  a wspó czynnikiem proporcjonalno ci jest ró niczkowy
przekrój czynny r

d dN i ir j n ,        (3.1.10)

gdzie ni  jest wersorem w kierunku padania. Rozpiszmy nast puj cy iloczyn skalarny

j n r n ri i ic † .

Porównuj c wzory (3.1.9), (3.1.10) i korzystaj c z ostatniej równo ci, dostajemy

r
r n r
r n r

F Ff

i

†

† . (3.1.11)

Korzystaj c ze wzoru (3.1.3), przekszta my licznik powy szego wyra enia:

F F c
E mc c

E mc
f f f

f f

f

f

f
f

† † †r n r
p n

n
p2

2

0
0

f f
f

f f
f

f fc
E mc

c
E mc

† †n
p p

n2 2 .    (3.1.12)

Korzystaj c z w asno ci   A B A B A Bi  dla dowolnych, komutuj cych
z   operatorów A   i B ,  mo na udowodni  zwi zek:

n p p nf ff f fp .

Wykorzystuj c go w (3.1.12), otrzymujemy

F F
cp

E mcf
f

f f
† †r n r

2
2 .

Analogiczne przekszta cenia mo na przeprowadzi  dla mianownika wzoru (3.1.11),
otrzymuj c

† †r n ri
i

i i

cp
E mc

2
2 .

Korzystaj c z faktu, e dla rozpraszania spr ystego zachodzi p p pi f  i po
podstawieniu powy szych oblicze  do (3.1.11), otrzymujemy



24

r f f

i i

†

† .

Wykorzystuj c zwi zki (3.1.4), (3.1.8), mo na przepisa  wzór na ró niczkowy przekrój
czynny w postaci

,
a a

a a
1

2

2

2

1

2

2

2 .           (3.1.13)

3.2 Metoda przesuni  fazowych

     Przepiszmy uk ad równa  (2.4.1) w postaci

d
d

,

d
d

,

r
P r

r
P r

E V
c

Q r

r
Q r

r
Q r

E V
c

P r
 (3.2.1)

gdzie E E mc E E mc2 2, . W przypadku cz stki swobodnej (tzn. V 0) powy szy

uk ad równa  mo na przepisa  w postaci

d
d

~ ~ ~ ,
r

P r
r

P r
E
c

Q r       (3.2.2)

d
d

~ ~ ~ .
r

Q r
r

Q r
E
c

P r        (3.2.3)

Ró niczkuj c po r  oraz przenosz c wszystkie cz ony na jedn  stron  równania, dostajemy

d
d

~ ~ d
d

~ d
d

~ ,
2

2 2 0
r

P r
r

P r
r r

P r
E
c r

Q r    (3.2.4)

d
d

~ ~ d
d

~ d
d

~ .
2

2 2 0
r

Q r
r

Q r
r r

Q r
E
c r

P r    (3.2.5)

Z równa  (3.2.2), (3.2.3) wyznaczamy odpowiednio 
d ~

d
oraz

d ~

d
Q r

r
P r

r
     i podstawiamy

odpowiednio do równa  (3.2.4), (3.2.5). Po tych operacjach otrzymujemy

d
d

~ ~ d
d

~ ~ ~ ,

d
d

~ ~ d
d

~ ~ ~ .

2

2 2 2

2

2 2 2

0

0

r
P r

r
P r

r r
P r

E
c

Q r
E E
c

P r

r
Q r

r
Q r

r r
Q r

E
c

P r
E E
c

Q r
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Wykorzystuj c w powy szych równaniach odpowiednio równania (3.2.2), (3.2.3),
otrzymujemy

d
d

~ ~ ~ ,

d
d

~ ~ ~ ,

2

2 2
2

2

2 2
2

1
0

1
0

r
P r

r
P r k P r

r
Q r

r
Q r k Q r

            (3.2.6)

gdzie k 2   oznacza

k k k
E E
c

2
2 ,

gdzie z kolei k
E
c

k
E
c

, .

    Równania (3.2.6) s  równaniami typu Riccati-Bessela, dzi ki czemu ~P  mo emy

przedstawi  jako superpozycj  funkcji Riccati-Bessela:

~P r Aj kr By krl l .      (3.2.7)

Podstawiaj c to równanie do (3.2.2) otrzymujemy

~Q r
k
k

A j kr
kr

j kr B y kr
kr

y krl l l l ,

gdzie prim oznacza ró niczkowanie po kr .

     Korzystaj c z w asno ci rekurencyjnych dla funkcji Riccati-Bessela (B.1), (B.2)
otrzymujemy

~Q r
k
k

Aj kr By krl l1 1     dla 0 , (3.2.8)

~Q r
k
k

Aj kr By krl l1 1     dla 0 . (3.2.9)

Przy za o eniu, e potencja V r  w równaniach (3.2.1) dostatecznie szybko zmierza do zera
przy r , powinno zachodzi

P r P r

Q r Q r

~ ,
~

ze wspó czynnikami zale nymi od postaci potencja u V r . Przepiszmy powy sze równania
nast puj co:

P r C j kr y krl lcos sin    przy  r ,
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Q r
k
k

C j kr y krl lcos sin1 1   przy r   dla 0 ,

Q r
k
k

C j kr y krl lcos sin1 1   przy r   dla 0 ,

gdzie  jest przesuni ciem fazowym. Porównuj c te warunki z (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9),

mo na zauwa y , e wspó czynniki A, B powinny by  postaci

A C
B C

cos ,
sin .

Dla bardzo du ych r ,  korzystaj c z asymptotycznej postaci funkcji Riccati-Bessela, funkcje
P r Q r,  mo emy zapisa  w postaci

P r C kr
lr sin

2
oraz

Q r
k
k

C kr
lr sin

1
2

         dla 0 ,

Q r
k
k

C kr
lr sin

1
2

         dla 0 .

Powy sze wzory mo na zapisa  w bardziej zwartej postaci

P r C kr
lr sin

2
,  (3.2.10)

Q r
k
k

C kr
lr cos

2
.

3.3 Metoda fal parcjalnych

     Na mocy wzorów (3.1.3), (3.1.7) widzimy, e aby otrzyma  wszelkie informacje o
rozpraszaniu, wystarczy rozpatrywa  tylko du  sk adow  funkcji . Du a sk adowa fali
padaj cej mo e zosta  rozwini ta w bazie sferycznych funkcji Bessela j krl ( ) i wielomianów

Legendre’a Pl cos  w nast puj cy sposób:

d
kz l

l l
l

a
a

l j kr P
a
a

r 1 2

1 2

1 2

1 20

2 1/

/

i /

/
e i cos .

Wielomiany Legendre’a mo na wyrazi  przez harmoniki sferyczne wzorem
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P
l

Yl lcos
4

2 1
0 r .

Podstawmy ostatni wzór do przedostatniego, otrzymuj c:

d
l

l l
l

l j kr Y
a
a

r ri /

/
4 2 1 0 1 2

1 20

.         (3.3.1)

Wprowad my dla funkcji opisuj cych spin elektronu w kierunku osi  z  oraz z  oznaczenia,
odpowiednio

1 2
1 2

1
0/

/ , 1 2
1 2

0
1/

/ .

Wykorzystuj c t  notacj , wzór (3.3.1) zapisujemy w postaci

d
l

l l m s
m

ml

l j kr Y ar ri
/

4 2 1 0

1 20

,            (3.3.2)

gdzie s 1 2/ . Przepiszmy powy szy wzór w postaci

d
l

l m l s
m

ml

l j kr a Yr ri
/

4 2 1 0

1 20

.

Iloczyn Yl s
m0 r  rozwijamy w bazie spinorów sferycznych  jlm   nast puj co

Y l s m j ml s
m

j l

l

jlm
0

1 2

1 2

0
/

/

r     r ,

gdzie wspó czynniki l s m j m    0  s  tzw. wspó czynnikami Clebscha-Gordana, przy czym w

powy szym wzorze skorzystali my z faktu, e m m ml s ,  a ml 0 . Dla wspó czynników

Clebscha-Gordana stosujemy oznaczenie l s m m j ml s    , gdzie liczby kwantowe po lewej

stronie to odpowiednio

l  – liczba kwantowa orbitalnego momentu p du,
ml  – rzut orbitalnego momentu p du na wyró nion  o ,
s  – warto  spinu
ms – rzut spinu na wyró nion  o .

W powy szym rozwini ciu dla ka dego l 0   otrzymujemy dwa wyrazy z  j l 1 2/   oraz

j l 1 2/ ,  natomiast dla  l 0   tylko jeden wyraz z  j 1 2/ . Podstawiaj c to rozwini cie

do (3.3.2) otrzymujemy
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d
l

lj l

j

l m
m

jlml j kr a l s m j mr     ri
/

/

/

4 2 1 0
01 2

1 2

1 2

. (3.3.3)

Zamiast u ywa  pary liczb kwantowych  j   i   l ,  b dziemy u ywa  jednej   (por. rozdzia

2.2), gdy  wyznacza ona jednoznacznie zarówno j

j
1
2

,

jak i l

l
1

dla
dla

0
0.

We wzorze (3.3.3) zamiast dwóch sumowa  po j  i po l , mo emy napisa  jedn  sum  po 

d
l

l m
m

ml j kr a l s m j mr     ri
/

4 2 1 0
1 2

.    (3.3.4)

Korzystaj c z symetrii problemu rozproszeniowego (pole centralne) oraz ze sposobu
rozwini cia dla cz stki swobodnej, du  sk adow  funkcji falowej d  dla elektronu

rozproszonego mo na przedstawi  w postaci

d
l

m
m

ml
P r

r
a l s m j mr     ri

/

4 2 1 0
1 2

.         (3.3.5)

Daleko od centrum rozproszeniowego ró nica funkcji d d  powinna opisywa  fal

sferyczn  rozchodz c  si  od centrum (por. wzór (3.1.2)).

d d d

kr

F
r

ei

r    przy r .          (3.3.6)

Ze wzgl du na posta  funkcji d  oraz d , amplitud Fd r   postulujemy w postaci

F l a l s m j md m
m

m
/

r     r4 2 1 0
1 2

, (3.3.7)

gdzie  jest wspó czynnikiem do wyznaczenia. Podstawiaj c wzory (3.3.4), (3.3.5) do

(3.3.6), otrzymujemy

d d
l l

m
m

ml
P r rj kr

r
a l s m j mr r     ri

/

4 2 1 0
1 2

.      (3.3.8)

Porównuj c wzory (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) otrzymujemy
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i
ei

l l
krP r rj kr

r r
    przy r . (3.3.9)

Skorzystamy teraz z asymptotycznej postaci radialnej funkcji falowej (3.2.10)

P r A kr
lr sin

2

oraz sferycznej funkcji Bessela

rj kr
k

kr
l

l
r 1

2
sin .

Podstawiaj c te wzory do (3.3.9) otrzymamy

i
i
i

e e e ei i / i i /l l r
l

kr l kr lP r rj kr
r r

A
k

A
k2

1 12 2 .    (3.3.10)

Poniewa  zachodzi e ii /l l2 ,  równanie (3.3.10) mo emy przepisa  w postaci

i
i

e
e

i
e

ei
i

i
i

l l r
kr l krP r rj kr

r
A

k r
A

k r
1
2

1
2

1
.

Porównuj c ostatni wzór z (3.3.9) widzimy, e wspó czynnik stoj cy przy  e i kr   powinien
by  równy zeru, otrzymujemy wi c

A
k
1

ei

oraz
1
2

1
i

eiA
k

.

Po podstawieniu do tego wzoru wyra enia na A  otrzymujemy

1
2

12

i
e i

k
.

Podsumowuj c, wzór na amplitud  rozpraszania mo emy zapisa  w postaci

F
k

l e a l s m j md m m
mi /

r     r
1

2
4 2 1 1 02

1 2

i . (3.3.11)

Przedstawimy teraz amplitud  rozproszeniow  nast puj co
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F M
a
ad

/

/
r r 1 2

1 2
, (3.3.12)

gdzie M r   jest macierz 2 2 . Powy szy wzór przepiszemy w postaci

F a Md m m m s
m

mm //

r r
1 21 2

.            (3.3.13)

Zauwa my, e spinor sferyczny m r   mo na rozwin  nast puj co

m l
m m

s
m

m

l s m m m j m Y
/

r     r
1 2

,

gdzie wykorzystano fakt zachodzenia równo ci  m m ml . Podstawiaj c powy szy wzór

do (3.3.11), dostaniemy

F
k

l e a l s m j m l s m m m j m Yd
k

m l
m m

s
m

mm

i

//

r         r
1

2
4 2 1 1 02

1 21 2i
.

Zmieniaj c w powy szym wzorze kolejno  sumowania i porównuj c go ze wzorem (3.3.13)
widzimy, e musi zachodzi

M
k

l l s m j m l s m m m j m Ym m l
m m

i
e ir         r

1
2

4 2 1 1 02 .   (3.3.14)

znak j m 1 2/ m 1 2/
0

l
1
2

l m
l

1 2
2 1

/ l m
l

1 2
2 1

/

0
l

1
2

l m
l

1 2
2 1

/ l m
l

1 2
2 1

/

Tabela przedstawia wspó czynniki Clebscha-Gordana l m m m j m    
1
2

     Pos uguj c si  powy sz  tabel , obliczymy iloczyny wspó czynników Clebscha-Gordana i
w ten sposób znajdziemy jawn  posta  wyrazów macierzy M r . Rozpatrzymy przypadki

1. Gdy m m
1
2

Dla 0
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l j l j
l

l
l

l l
        

1
2

0
1
2

1
2

1
2

0
1
2

1
2

1 2 1 2
2 1 2 1 2 1

2
/ /

.

Dla 0

l j l j
l

l
l
l l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

0
1
2

1
2

1 2 1 2
2 1

1
2 1 2 1

2
/ /

.

    Poniewa  zachodzi wzór

Y
l

Pl l
0 2 1

4
cosr , (3.3.15)

    wzór (3.3.14) mo emy zapisa  nast puj co

M
k

P1
2

1
2

21
2

1r
i

e cosi .

2. Gdy m m
1
2

Dla 0

l j l j
l

l
l

l l
        

1
2

0
1
2

1
2

1
2

0
1
2

1
2

1 2 1 2
2 1 2 1 2 1

2
/ /

.

Dla 0

l j l j
l

l
l
l l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

0
1
2

1
2

1 2 1 2
2 1

1
2 1 2 1

2
/ /

.

Korzystaj c z powy szych przekszta ce  oraz wzoru (3.3.15), wzór (3.3.14) mo emy
zapisa   nast puj co

M
k

P1
2

1
2

21
2

1r
i

e cosi .

3. Gdy m m
1
2

1
2

,

Dla 0

l j l j
l l
l

l l
l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

1
1
2

1
2

1
2 1

1
2 12 2sgn .

Dla 0
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l j l j
l l
l

l l
l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

1
1
2

1
2

1
2 1

1
2 12 2sgn .

    Dla funkcji sferycznych zachodzi zwi zek

Y Y
l
l l

Pl l l
1 1 12 1

4 1
cos e* ir r .

Podstawiaj c go oraz obliczone wspó czynniki Clebscha-Gordana do (3.3.14),
otrzymujemy

M
k

P1
2

1
2

2 11
2

1r
i

sgn e cos ei i .

    Przepiszmy ten wzór w postaci

M
k

P
k

P1
2

1
2

2 1 11
2

1
2

r
i

sgn e cos e
i

sgn cos ei i i .

Po skorzystaniu w powy szym wzorze z relacji  P Pl
m

l
m

1 cos cos    zauwa amy, e

jego drugi cz on zeruje si , dzi ki czemu dostajemy ostatecznie

M
k

P1
2

1
2

2 11
2

r
i

sgn e cos ei i .

4. Gdy m m
1
2

1
2

,

Dla 0

l j l j
l l
l

l l
l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

1
1
2

1
2

1
2 1

1
2 12 2sgn .

Dla 0

l j l j
l l
l

l l
l

        
1
2

0
1
2

1
2

1
2

1
1
2

1
2

1
2 1

1
2 12 2sgn .

    Dla funkcji sferycznych zachodzi zwi zek

Y
l
l l

Pl l
1 12 1

4 1
cos eir .

    Podstawiaj c go (oraz obliczone wspó czynniki Clebscha-Gordana) do (3.3.14) dostajemy
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M
k

P1
2

1
2

2 11
2

1r
i

sgn e cos ei i .

    Przepiszmy powy szy wzór w postaci

M
k

P
k

P1
2

1
2

2 1 11
2

1
2

r
i

sgn e cos e
i

sgn cos ei i i .

    Tutaj równie  drugi cz on zeruje si , dzi ki czemu dostajemy ostatecznie

M
k

P1
2

1
2

2 11
2

r
i

sgn e cos ei i .

Wprowadzaj c oznaczenia

f
k

P
1

2
12

i
e cosi ,                (3.3.16)

g
k

P
1

2
2 1

i
sgn e cosi ,    (3.3.17)

macierz M r   mo na zapisa  nast puj co

M
f g

g f
e

e

i

ir .        (3.3.18)

Wzory (3.3.16), (3.3.17) mo na zapisa  w postaci

f
k

l l Pl l
l

l

1
2

1 1 12 2

0

1

i
e e cosi i ,

g
k

Pl l
l

l

1
2

2 2 1

1

1

i
e e cosi i .

Oznaczaj c przesuni cia fazowe odpowiednio przez  l l   oraz  l l1 ,   powy sze

wzory mo emy przepisa  jako

f
k

l l Pl l
l

l

1
2

1 1 12 2

0i
e e cosi i ,

g
k

Pl l
l

l

1
2

2 2 1

1i
e e cosi i .
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Napiszemy teraz jawny wzór na amplitud  rozpraszania. Dla uproszczenia oznacze
przepiszemy wzór (3.3.12), k ad c a a a a1 2 1 1 2 2/ /, .

F M
a
ad r r 1

2
.

Powy szy wzór, u ywaj c wzoru (3.3.18), mo emy zapisa  w nast puj cy sposób

F
f a g a
g a f ad

e
e

i

ir 1 2

1 2

.

Du  sk adow  funkcji falowej dla elektronu rozproszonego mo emy zapisa  w postaci

d r
kr

kra
a

f a g a
g a f a r

e
e

e
ei cos

i

i

i

r 1

2

1 2

1 2

.

Korzystaj c z (3.1.13), obliczymy dla powy szej funkcji falowej ró niczkowy przekrój
czynny

,
e ei if a g a g a f a

a a
1 2

2
1 2

2

1
2

2
2 .

Po elementarnych przekszta ceniach otrzymujemy

,
e e* i * i

* *f g
a a a a

a a
f g f g2 2 1 2 1 2

1
2

2
2 .

Równanie to, po wprowadzeniu funkcji Shermana

S
f g f g

f g
i

* *

2 2 ,

mo emy przepisa  nast puj co

,
e e

i

* i * i

f g S
a a a a

a a

2 2 1 2 1 2

1
2

2
21 .
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4. Metoda J-macierzy

4.1 Nierelatywistyczna metoda J-macierzy

     Niech  n
l

n 0
  b dzie baz  Laguerre’a lub Gaussa (Hermite’a) (patrz dodatek C). Tylko

druga z wymienionych baz tworzy baz  ortogonaln , jednak nam wystarczy, aby baza by a

biortonormalna.  Elementy  n
l

n 0
  s  biortonormalne do  n

l
n 0

  w odniesieniu do

poni szego iloczynu skalarnego:

m
l

n
l

m
l

n
l

mnr r rd
0

.

Najistotniejsz  dla nas w asno ci  powy szych baz jest fakt, e operator radialnej energii
kinetycznej

H
k

r
l l

r
k

0

2 2

2 2

2

2
1
2

1
2 2

~ d
d

~
,

rozwini ty w dowolnej z nich, daje trójdiagonaln  posta  (form  Jacobiego):

J H
k

mn m
l

n
l

0

2

2

~
, Jmn 0   tylko dla  m n n, 1.

W powy szych równaniach ~k  jest liczb  falow  zale n  od energii  i masy m  cz stki
bombarduj cej, tzn.

~k
m2

.      (4.1.1)

Nale y podkre li , e elementy macierzowe  Jmn   s  funkcjami  ~k ,  tzn. J J kmn mn
~ .

     Regularne rozwi zanie S k r~,  równania

H
k

S k r0

2

2
0

~
~, (4.1.2)

jest wprost proporcjonalne do funkcji Riccati-Bessela i spe nia poni sze zale no ci:

S k r r l~, ~ 1   dla r 0   oraz    S k r kr
lr~, ~sin

2
.

U ywaj c rozwini cia S k r~,  w bazie n
l , np.



36

S k r s rn
l

n
l

n

~,
0

,

równanie (4.1.2) mo na przepisa  w postaci

J smn n
l

n 0

0 .       (4.1.3)

U ywaj c jawnej postaci elementów macierzowych Jmn , mo na znale  wspó czynniki

rozwini cia sn
l . Procedura ta jest dok adnie opisana w [3]. Znalezione wspó czynniki s

funkcjami ~k ,  tzn. s s kn
l

n
l ~ .

     W celu rozwi zania zagadnienia rozpraszania wprowadzi  nale y drug  funkcj C k r~,

typu kosinus. Potrzebujemy jej, aby spe nione by y nast puj ce zale no ci:

C k r r l~, ~ 1   dla r 0   oraz    C k r kr
lr~, ~cos

2
.

Nie mo e ni  by  drugie rozwi zanie jednorodnego równania (4.1.2), bo rozwi zanie to,
proporcjonalne do funkcji Riccati-Neumanna, jest osobliwe w zerze, czego chcemy unikn .

     Funkcj C k r~,   znajdujemy, rozwi zuj c poni sze, niejednorodne równanie:

H
k

C k r rl
0

2

02

~
~, ,   gdzie

~k
sl2 0

.

W powy szym równaniu sl
0  jest pierwszym wspó czynnikiem rozwini cia rozwi zania typu

sinus. Mo na teraz napisa , e wspó czynniki rozwini cia funkcji C k r~,  spe niaj  równanie

J cmn n
l

n

l

0
0 .      (4.1.4)

Wspó czynniki cn
l  mo na znale  metod  podan  w [3]. Zarówno cn

l , jak i sn
l , s  wypisane w

dodatku C. Obliczonych rozwini

S k r s rn
l

n
l

n

~,
0

   i C k r c rn
l

n
l

n

~,
0

u ywamy do znalezienia przybli onego rozwi zania zagadnienia rozpraszania na potencjale
V V r   zanikaj cym do zera szybciej ni  potencja  kulombowski:
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H V
k

E0

2

2
0

~
. (4.1.5)

Zast pujemy potencja V   potencja em obci tym w nast puj cy sposób:

V P VPN
N N
† ,

gdzie PN  jest uogólnionym operatorem rzutowania:

PN n
l

n
l

n

N

0

1

.

Nowy, obci ty potencja  mo e by  zapisany w bazie n
l  jako macierz N N  z elementami

macierzowymi okre lonymi nast puj co:

V Vmn
N

m
l

n
l .        (4.1.6)

Teraz dok adne rozwi zanie nowego zagadnienia

H V
kN

E
N

0

2

2
0

~
,               (4.1.7)

mo e by  rozwini te w bazie n
l w nast puj cy sposób:

E
N

n
l

n
l

n

N

Nr a S k r t C k r( ) ~, ~ ~,
0

1

,

co jest równowa ne

E
N

n
l

n
l

n
l

N n
l

n
l

n Nn

N

r a s t c( ) ~
0

1

.

Dzi ki takiemu rozwini ciu spe nione s  warunki brzegowe:

E
N r

Nr kr
l

t kr
l

sin ~ ~ ~
2 2

cos .

Wielko ~ tg ~tN N  jest przybli eniem poszukiwanego tangensa przesuni cia fazowego
~ tg ~t   dla dok adnego rozwi zania E   równania (4.1.5).
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     Lewa strona rzutu (4.1.7) na baz n
l  daje nam niesko czenie wiele równa  ze wzgl du

na n . Jednak e wszystkie równania dla n N 1 s  automatycznie spe nione, poniewa
wspó czynniki s cn

l
n
l,  spe niaj  t  sam  rekurencyjn  zale no  (4.1.3) dla dowolnych m 0 .

Wyra nie to wida  na poni szym, schematycznym przedstawieniu tych równa :

0 1

0

1

0

0

0

1

1

1

N

N

X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X X

X X X
X X X

X X X
X X X

d
d

d
s c

s

l

l

N
l

N
l

N N
l

N
l

.
.

.

.

.

.

.

tg ~

tg ~

tg ~

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

N N
l

N
l

N N
l

c
s c

1

2 2

0
0

Dla m N0 2..  mamy równania:

J V dmn mn
N

n
l

n

N

0
0

1

,

dla m N 1:

J V d J s cN n N n
N

n
l

N N N
l

N N
l

n

N

1 1 1
0

1

0, , , tg ~ ,

dla m N :

J d J s c J s cN N N
l

N N N
l

N N
l

N N N
l

N N
l

, , ,tg ~ tg ~
1 1 1 1 1 0 ,

dla pozosta ych m N :

J s c J s c J s cN N N
l

N N
l

N N N
l

N N
l

N N N
l

N N
l

1 1 1 1 1 1 2 2 2 0, , ,tg ~ tg ~ tg ~ .
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     Pozostaje zatem do rozwi zania sko czony uk ad równa  z N 1 niewiadomymi:
~ ,t aN n

l
n

N

0

1
. Schematycznie, równania te wygl daj  nast puj co:

J V J V J V
J V J V J V

J V J V J V
J V J V J V J c

J J c

N N

N N

N N N N N

N N N N N N N N
l

N N N N N
l

0 0 0 2 0 1

1 0 1 2 1 1

2 0 2 2 2 1

1 0 1 2 1 1 1

1 1 1

0
0

0

0 0

, , ,

, , ,

, , ,

, , , ,

, ,

a
a

a
a
t

J s
J s

l

l

N
l

N
l

N

N N N
l

N N N
l

0

1

2

1 1

1 1

0
0

0

~
,

,

Równania te mo na  atwo rozwi za  ze wzgl du poszukiwany tangens. W szczególno ci,
u ywaj c rekurencyjnej zale no ci dla elementów  Jmn  mo na wyliczy , e

~ tg ~ , ,

, ,

t
s g J s
c g J cN N

N
l

N N N N N
l

N
l

N N N N N
l

1 1 1 1

1 1 1 1

,      (4.1.8)

gdzie

gN N

N n
n

N

n
1 1

1
2

0

1

,

,

.       (4.1.9)

Macierz ~tg~
, ,

t
sg Js
cg Jc

N N
N
l

NN NNN
l

N
l

NN NNN
l

1 11 1

1 11 1
  jest macierz  diagonalizuj c  zagadnienie

† †P H V
k

PN N

mn

n mn0

2

2

~
.   (4.1.10)

Zale na od energii wielko gN N1 1, ( )  mo e by  traktowana jako macierzowy element

odwrotno ci obci tego operatora P H V k PN
N

N
†

0
2 2~ / , ograniczonego do N-

wymiarowej przestrzeni, gdzie potencja  nie znika.

     Wielko ci n  s  tzw. warto ciami w asnymi Harrisa.
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4.2 Relatywistyczna metoda J-macierzy4

     Chcemy znale  relatywistyczne odpowiedniki funkcji S k r~,   i  C k r~,  w odpowiedniej

bazie, a tak e wyliczy  relatywistyczne elementy macierzy Jacobiego w tej bazie. W tym celu
rozpatrzmy równanie Diraca dla cz stki swobodnej w nast puj cej postaci:

0

2

2

0
0

E
c

mc E
c r r

r r
mc E

c

F r
G r

d
d

d
d

.   (4.2.1)

E  oznacza tutaj energi  ca kowit , zwi zan  z energi  kinetyczn  i spoczynkow  zale no ci
E mc2 .  Niech l   b dzie nieujemnym rozwi zaniem równania 1 1l l ,
tzn. l l 1 odpowiednio dla dodatnich i ujemnych  (por. rozdzia  2.2).
Równanie (4.2.1) ma wtedy dwa niezale ne rozwi zania. Pierwsze z nich, regularne w zerze

reg
reg

reg

l

l

r
F r
G r

j kr
j kr

~
1

, (4.2.2)

jest wyznaczone przez funkcje Riccati-Bessela z nast puj cymi zachowaniami
asymptotycznymi:

j x
x
ll

x
l

0
1

2 1 !!
    oraz j x x

l
l

x sin
2

.

Wielko ci   oraz k  zdefiniowane s  nast puj co:

E mc
E mc

2

2 , k
E mc E mc

c

2 2

.

Wielko k  zbiega si  w przypadku nierelatywistycznym  ( c ) do nierelatywistycznej

liczby ~k
m2

.

     Drugie rozwi zanie równania (4.2.1), nieregularne w zerze, jest okre lone jako

irr
irr

irr

l

l

r
F r
G r

n kr
n kr

~
1

.   (4.2.3)

Tutaj mamy funkcje Riccati-Neumanna z w asno ciami:

4 Rozdzia  ten jest oparty na pracy P. Horodeckiego [4].
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n x
l
xl

x
l

0 2 1 !!
   oraz n x x

l
l

x cos
2

.

W obydwu rozwi zaniach (4.2.2) i (4.2.3) górne i dolne znaki w ma ych sk adowych dotycz
odpowiednio ujemnych i dodatnich .

     Z powy szych rozwa a  wynika, e regularne rozwi zanie reg  jest relatywistycznym

odpowiednikiem nierelatywistycznej funkcji  S k r~, . Oznaczmy  rozwi zanie typu sinus reg

symbolem S . Aby znale  macierz Jacobiego, wprowad my odpowiedni  baz  w

przestrzeni Hilberta L C2 20, , w której zdefiniowany jest operator Diraca z równania

(4.2.1).

     Niech n
l x  ponownie b dzie baz  Laguerre’a lub Gaussa i niech

n
l

n
lr

r r
r

d
d

.

Wtedy baza zdefiniowana dla naszych potrzeb ma posta :

n
n
l

r
r

0
, n

n
lr

r
0

.      (4.2.4)

Taki wybór bazy zapewnia, e spe niony jest warunek równowagi kinetycznej.

     Elementy biortonormalne do powy szych funkcji maj  posta :

n
n
l

r
r

0
, n

n
lr

r
0

.

Dla naszych celów nie jest  konieczna znajomo  jawnej postaci funkcji biortonormalnych.

     Chcemy teraz znale  rozwini cia rozwi zania typu sinus S reg  oraz typu kosinus

C .  Stawiamy nast puj ce dania:

(1) C   powinno mie  asymptotyczn  form  jak irr ;

(2) C   powinno wykazywa  regularne zachowanie w zerze;

(3)  wspó czynniki rozwini cia C  powinny spe nia  te same równania co wspó czynniki

rozwini cia S reg .

     Najpierw rozpatrzmy rozwi zanie
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U
U

U

k r
F k r
G k r

,
,
,

niejednorodnego równania typu (4.2.1)

0
E
c inh . (4.2.6)

Indeks U S C,  oznacza odpowiednio rozwi zanie typu sinus i kosinus.
Niejednorodno  wybieramy w postaci

inh
U

l

0
0

0
,   gdzie U S C,  oraz S C ls

0
0

, .

Równanie (4.2.6) mo na zapisa  jako

r r
G k F

r r
F

k
G

U U U
l

U U

d
d

,

d
d

0

0.
      (4.2.7)

Wprowad my teraz relatywistyczny odpowiednik macierzy Jacobiego:

mn
ss

m
s

n
sE

c0 , s s, , m n, , ,    0 1 2, ...        (4.2.8)

Elementy macierzy   mo na wyrazi  w bardzo prostej postaci. W tym celu zdefiniujmy

macierze mn  o wymiarach 2 2  jako mn ss mn
ss . Nowe macierze otrzymuj  teraz

wyj tkowo prost  form :

mn

m
l

n
l

m
l

n
l

m
l

n
l

m
l

n
l

k
k . (4.2.9)

Wyst puj ce w powy szym wzorze ca ki, wypisane w dodatku C, czy z
nierelatywistycznymi elementami J-macierzy nast puj cy, prosty zwi zek:

J
k

mn m
l

n
l

m
l

n
l1

2 2

2~
.     (4.2.10)

Teraz mo emy przewidzie  rozwini cia obydwu rozwi za  w bazie (4.2.4) w ten sposób, e
du e sk adowe rozwi za  typu sinus i kosinus s  dane przez identyczne wspó czynniki
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rozwini  jak w przypadku nierelatywistycznym, wzi te w punkcie  k ,  oraz wspó czynniki
ma ych sk adowych s  odpowiednio przeskalowane:

U n
s

n
s

n
l

n
l

n
l

nns

u u k
00

, U S C, , u s c, . (4.2.11)

atwo mo na sprawdzi , e powy sze wyra enie rzeczywi cie jest rozwi zaniem równania
(4.2.1). Mianowicie, podstawiaj c je do tego równania i u ywaj c definicji elementów
macierzowych (4.2.8), dostajemy niesko czony uk ad równa :

mn
ss

n
s

U
l

n s
ns

u 0 0
0

, , s , m 0 1 2, , , ...    (4.2.12)

Dla ustalonej pary ( , )m n  drugi element dolnego wiersza macierzy (4.2.9) jest przeskalowany

przez
k

 i dostajemy od razu, e wszystkie równania (4.2.12) z ujemnym indeksem s ” ”

s  spe nione.

     Przywo uj c definicj l l   po wyca kowaniu przez cz ci dostajemy, e

m
l

n
l

m
l

n
l

m
l

n
l

r r r r r
l l

r
d

d
d

d
d

d

2

2 2

1
.

Bior c pod uwag  kszta t górnego wiersza macierzy (4.2.9) oraz to samo  (4.2.10),
natychmiast dostajemy, e równania (4.2.12) z indeksem s ” ” maj  identyczn  posta  jak

uk ady równa  (4.1.3), (4.1.4), wyliczone w punkcie  k   zamiast w  ~k .  Pokazali my wi c,
e rozwini cia (4.2.11) rzeczywi cie s  rozwi zaniami równania (4.2.7). Z przypadku

nierelatywistycznego wida , e ich du e sk adowe maj  po dane w asno ci w zerze i
niesko czono ci. Ponadto, równania (4.2.1) s  ze sob  powi zane i zachowanie jednej
sk adowej wyznacza zachowanie drugiej. St d obie sk adowe rozwi za S   i C  maj

po dane zachowania asymptotyczne, tzn. S   jest regularnym rozwi zaniem, C   natomiast

zachowuje si  jak irr  w niesko czono ci oraz jak reg   w zerze. Poniewa  niejednorodno

wi e tylko biortonormalny element 0 , to obydwie funkcje spe niaj  ten sam uk ad równa .

     Rozwa my teraz rozpraszanie na dostatecznie regularnym potencjale V V r
zanikaj cym w niesko czono ci szybciej ni  potencja  kulombowski. Szukamy zatem
rozwi zania nast puj cego równania:

0 0
V
c

E
c E .
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Rozwi zanie tego równania powinno spe nia  nast puj cy warunek asymptotyczny:

E S Ck r k r t k r, , , ~   

gdzie t tg  jest poszukiwanym tangensem przesuni cia fazowego.

     W celu rozwini cia formalizmu relatywistycznych J-macierzy u ywamy uogólnionego
operatora rzutowania

N n
s

n
s

ns 0

,

definiuj c za jego pomoc  obci ty potencja

V
V
c

N
N N
† .       (4.2.13)

Teraz szukamy dok adnego rozwi zania równania z obci tym potencja em

0 0V
E
c

rN
E
N .   (4.2.14)

Nale y zauwa y , e dla dowolnej L C2 20,  funkcja V N  zanika w

niesko czono ci szybciej ni   1 / r .

     W ten sposób, chocia  równanie (4.2.14) nie ma standardowej postaci równania Diraca z
tym samym skalarnym potencja em dla du ej i ma ej sk adowej, nadal jego rozwi zanie
spe nia asymptotycznie równanie Diraca dla cz stki swobodnej. Zatem rozwi zanie E

N

spe nia nast puj cy warunek brzegowy:

E
N

S N Ck r k r t k r, , , ~           (4.2.15)

gdzie  t N Ntg   jest poszukiwanym przybli eniem tangensa przesuni cia fazowego.

Poniewa

V
V
c

N N ,

to spodziewamy si , e dla N t N   jest zbie ne do w a ciwej warto ci t tg .

     Najogólniejszy wzór na E
N   ma posta
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E
N

m
s

m
s

ms

d
0

.

Rozwa my macierzow  reprezentacj  równania (4.2.14). K ad c powy sze rozwini cie

funkcji E
N  w bazie n , dostajemy niesko czony uk ad równa :

V dN
mn

ss
n
s

ns 0

0 ,    s , m 0 1 2, , , ...         (4.2.16)

Wspó czynniki rozwini cia dn  powinny spe nia  nast puj ce warunki:

(1) Dla du ej sk adowej J k dmn n
n

0
0

, m N   (elementy Jmn – nierelatywistyczne);

(2) Dla ma ej sk adowej d
k

dn n .

     Ponadto nak adamy dodatkowy warunek:

(3) E
N

NS k r t C k r ~  , ,  (patrz warunek (4.2.15)).

     Warunki (2) i (3) daj  nam nast puj c  posta  rozwi zania E
N   równania (4.2.14)

E
N

m m
l

m m
l

m

N
m N m m

l

m N m m
l

m N

d

d
k

s t c
s t c0

1

.      (4.2.17)

Dodaj c i odejmuj c od lewej strony powy szej równo ci wielko

s t c
s t c

m N m m
l

m N m m
l

m

N

0

1

,

mo na atwo zauwa y , e powy sza funkcja spe nia asymptotyczny warunek (4.2.15).

     Powró my do równania (4.2.16). Schematycznie mo e by  ono przedstawione w
nast puj cej postaci:
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s t c

N ,l N N ,l

N ,l

,l

,l

,l

,l

N ,l

N ,l N N ,l

1 1

1

1

0

0

1

1

1 1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Z konstrukcji rozwi zania (4.2.17) widzimy, e wszystkie równania dla  m N   s
automatycznie spe nione. W ten sposób pozostaje do rozwi zania 2 2N  równa  z
niewiadomymi t d d d d d dN N N, , , ..., , , , ...,, , , , , ,        0 1 1 0 1 1 .

     U ywaj c równa  (4.2.16), otrzymujemy nast puj c  posta  pozosta ych równa :

N N N N N N N N N N

N N N
N

N N
N

N N N N N N N N N

N
N N

N
N N N N

c c
c V V c

V V

, , , ,

, , , , , ,
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1

2 1 2 2 2 2
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0 N N
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, s sN N N N1 1 1,

Maj c na uwadze, e wewn trzna 2 2N N -wymiarowa macierz V N
nm

ss
, s s, ,

m n N, , , ... ,     0 1 1   jest hermitowska i rzeczywista, st d symetryczna, oraz przywo uj c

definicj V N , mo emy rozwi za  powy sze równania za pomoc  pewnej ortogonalnej
macierzy  (por. przypadek nierelatywistyczny):

† †
N N

mn

ss

n
s

nm ss
V
c

E
c c

E E0
1

(4.2.18)
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Macierz G E  o wymiarze 2 2N N   z elementami zdefiniowanymi jako

G E c
E Emn

ss mi
sp

ni
s p

i
p

i

N

p 0

1

    (4.2.19)

jest macierz  odwrotn  do macierzowej reprezentacji obci tego operatora

N N

V
c

E
c

†
0 .

Macierz ta mo e by  rozumiana jako przybli enie relatywistycznej funkcji Greena w bazie
(4.2.4). Liczby En

p  s  relatywistycznymi odpowiednikami warto ci w asnych Harrisa i

przedstawiaj  sko czone przybli enie widma relatywistycznego hamiltonianu 0 V c/ .

     Wprowad my 2 2 2 2N N -wymiarow  macierz ~ diag , ,( ) ( )2 2 2 2 2 21 1N N N N

oraz podzia ajmy ni  na lewe strony powy szych 2 2N   równa . Korzystaj c z faktu, e
macierz N N, 1  dana wzorem (4.2.9) jest nieosobliwa, uk ad mo e by  rozwi zany ze

wzgl du na t N . U ywaj c w a ciwo ci elementów macierzy , mo na wyprowadzi  wzór

na przybli ony tangens przesuni cia fazowego w postaci bardzo podobnej do
nierelatywistycznej:

t
s k

k
G E J k s k

c k
k

G E J k c k
N N

N
l

N N N N N
l

N
l

N N N N N
l

tg
, ,

, ,

1 1 1 1

1 1 1 1

2

2 .    (4.2.20)

Elementy  J N N, 1  w powy szym wzorze s  elementami nierelatywistycznymi (por. (4.2.10)).
Fakt, e mamy  2 2N   równa  i tylko  2 1N   niewiadomych, skutkuje tym, e mamy
drugi, bardzo podobny wzór na t N :

t
s k G E J k s k
c k G E J k c kN N

N
l

N N N N N
l

N
l

N N N N N
ltg , ,

, ,

1 1 1 1

1 1 1 1

2
2

. (4.4.21)

Wyra enie G EN N1 1,   w równaniu (4.2.20) zast pione zosta o przez
k

G EN N1 1, .

Z poprzednich analiz wynika, e oba równania musz  da  t  sam  warto t N ,  z czego

wynika, e G E
k

G EN N N N1 1 1 1, ,( ) .

     Porównuj c równanie (4.2.20) z nierelatywistycznym wzorem (4.1.8), mo na zauwa y ,
e za wyj tkiem wielko ci 2 1 1/ ,k G EN N , wszystkie elementy wyra enia na tangens

przesuni cia fazowego maj  t  sam  posta  co w równaniu (4.1.8), s  tylko wyliczone dla
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relatywistycznej liczby falowej  k .  Ponadto, dla dowolnego N  wzór (4.2.20) zbiega si  do
granicy nierelatywistycznej, gdy pr dko wiat a c  zd a do niesko czono ci.
Rzeczywi cie, u yta baza (4.2.4) gwarantuje, e w granicy c  du a sk adowa spe nia

równanie Schrödingera (4.1.7) z liczb  falow ~ limk k
c

. Oznacza to, e musi zachodzi

lim ~
c N Nt t . Zatem natychmiast dostajemy, e

lim / , ,c N N N Nk G E g2 1 1 1 1 .

Ponadto G EN N1 1,  odgrywa analogiczn  rol  jak gN N1 1, . Macierze G E  oraz g

mog  by  rozpatrywane jako sko czone przybli enia funkcji Greena dla odpowiednio
relatywistycznego i nierelatywistycznego hamiltonianu z potencja em  V .

5. Obliczenia numeryczne

5.1 Przeskalowanie energii

     Do oblicze  relatywistycznych autor u y  nieco innych postaci odpowiednich wzorów,
bardziej odpowiednich z numerycznego punktu widzenia. Mianowicie, zamiast u ywa
ca kowitej energii E , autor pos u y  si  odpowiednio przeskalowan  energi  kinetyczn ,
wskutek czego zmieni si  posta  liczb   i k , tzn.

2 2mc
, k

mc
c

2 2

.       (5.1.1)

Odpowiedniej zmianie ulegaj  elementy mn  (por. wzór (4.2.9)):

mn
m
l

n
l

m
l

n
l

m
l

n
l

m
l

n
l

c
c mc2 2           (5.1.2)

oraz obci ty potencja  (wzór (4.2.13)

V VN
N N
† .         (5.1.3)

Teraz wzór (4.2.18) przyjmuje posta  (po dodatkowym przemno eniu przez c ):

† †
N N mn

ss

n
s

nm ssV0 .          (5.1.4)

Macierz przybli aj ca funkcj  Greena (4.2.19) b dzie postaci



49

Gmn
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N

p 0

1

.    (5.1.5)

Wzór na przesuni cie fazowe (4.2.20) b dzie wygl da  nast puj co:

t
s k

c
k

G J k s k

c k
c
k

G J k c k
N N

N
l

N N N N N
l

N
l

N N N N N
l
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, ,

, ,

1 1 1 1

1 1 1 1

2

2 .       (5.1.6)

      Ponadto, wszystkie obliczenia prowadzone by y w jednostkach atomowych, tzn. przyj to
m 1,  c 1 137 036/ , , gdzie  – sta a struktury subtelnej. Przej cie z  pr dko ci

wiat a do niesko czono ci realizuje si  w takim uk adzie przez po o enie c 10 105 6 .

     Obliczenia nierelatywistyczne by y przeprowadzane bez adnych dodatkowych operacji,
tzn. dla energii kinetycznej elektronu .

5.2 Program komputerowy

     W celu przetestowania metody J-macierzy autor napisa  program komputerowy w j zyku
Fortran 77. Dodatkowo, aby unikn  pomy ek w programowaniu, obliczenia by y
prowadzone w programie Mathematica 3.0. Kody ród owe programów zawarte s  w dodatku
D.

     Program zosta  napisany w podwójnej precyzji (8-bajtowa reprezentacja liczb
rzeczywistych) i sk ada si  z szeregu procedur:

generuj cych funkcje specjalne i wielomiany ró nego typu niezb dne do
przeprowadzenia oblicze  (funkcja gamma, funkcje Bessela i Neumanna i ich
pochodne, sferyczne funkcje Bessela i Neumanna i ich pochodne, funkcje
hipergeometryczne ( 0 1F , 1 1F  i 2 1F ), wielomiany Gegenbauera, Laguerre’a,

funkcja delta Kroneckera itp.);

obliczaj cych funkcje bazowe, elementy rozwini  oraz ca ki wymienione w
dodatku C, u ywane nast pnie do sformowania J-macierzy (wzory (4.2.10) i (5.1.2)
odpowiednio dla wersji nierelatywistycznej i relatywistycznej);

obcinaj cych potencja  rozpraszaj cy w odpowiedniej bazie (wzór (4.1.6) i (5.1.3));

diagonalizuj cych macierz V N  (wzory (4.1.10) i (5.1.4)) i wyliczaj cych na tej
podstawie macierz przybli aj c  funkcj  Greena (wzory (4.1.9) i (5.1.5));
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wyliczaj cych przybli on  warto  tangensa przesuni cia fazowego wed ug
wzorów (4.1.8) i (5.1.6);

wyliczaj cych tangens przesuni cia fazowego wed ug wzorów analitycznych w
celu przetestowania programu (patrz rozdzia  5.3).

Cz  procedur generuj cych funkcje specjalne (a mianowicie procedury generuj ce funkcje
Bessela i Neumanna oraz funkcj  gamma) i wykonuj cych pewne operacje (szukanie
wektorów w asnych i warto ci w asnych macierzy oraz  precyzyjne ca kowanie numeryczne)
nie zosta a napisana przez autora, lecz zaczerpni ta z darmowych, ogólnodost pnych
bibliotek (dost pnych np. w Internecie pod adresem www.netlib.org) i dostosowana
odpowiednio do potrzeb programu. Jednak wi kszo  kodu autor napisa  samodzielnie,
korzystaj c z pozycji ksi kowych traktuj cych o funkcjach specjalnych [7], [8]. Powsta a
równie  specjalna wersja programu przeznaczona dla kompilatora Microsoft Fortran
PowerStation (oraz innych kompilatorów z nim zgodnych, np. Digital Visual Fortran), która
tym ró ni si  od wersji podstawowej, e tablice i macierze s  w niej deklarowane
dynamicznie, co nieco upro ci o programowanie. Autor planuje w przysz o ci przepisa  kod
programu w j zyku Fortran 90, w którym dynamiczne deklaracje zmiennych s  standardowo
wbudowane.

     Program wymaga nast puj cych danych wej ciowych, podawanych w odpowiednim pliku
konfiguracyjnym:

energia (lub ) cz stki bombarduj cej (patrz rozdzia  5.1);

liczba kwantowa l  i zwi zana z ni ;

parametr skaluj cy ;

wybrana baza (Laguerre’a lub Gaussa);

schemat oblicze  (nierelatywistyczny lub relatywistyczny);

parametr okre laj cy, czy do oblicze  relatywistycznych brana jest sko czona lub
niesko czona warto  pr dko ci wiat a (patrz rozwa ania pod koniec rozdzia ów
4.2 oraz 5.1);

parametr okre laj cy rodzaj potencja u rozpraszaj cego (prostok tna studnia
potencja u lub inny, dowolny potencja  w postaci analitycznej);

parametry steruj ce (nazwa pliku wynikowego, pocz tkowa ( N start ) i ko cowa

( Nend ) warto N  wykorzystywana przy obcinaniu potencja u);

parametry prostok tnej studni potencja u (lewa i prawa kraw d , g boko ) –
brane pod uwag  tylko wtedy, kiedy potencja  rozpraszaj cy ma kszta t studni; w



51

programie mo na zdefiniowa  potencja  o dowolnym kszta cie, danym
analitycznie.

     Przyk adowy plik konfiguracyjny:

GENERAL PARAMETERS
------------------
Energy of projectile               E = 2.5d0
Quantum numbers                    l = 1
                               kappa = -2
Scaling parameter             lambda = 1.0d0
Basis set                      basis = gauss
Scheme                        scheme = relativistic
Velocity of light            v_light = finite
Potential type                  type = well

STEERING PARAMETERS
-------------------
File to store results           fout = r_g_1_-2
Initial value of Ntrunc       Nstart = 10
Final value of Ntrunc           Nend = 40

PARAMETERS OF POTENTIAL WELL
----------------------------
Depth                             v0 = -1.5d0
Left bound                         a = 1.0d0
Right bound                        b = 1.5d0

------------------------
Some notes on parameters
------------------------

Restriction on kappa: kappa = l or kappa = -l - 1
                      (only if relativistic scheme)

Scaling parameter:    lambda <> 0.5

Basis set:            basis = { laguerre, gauss }

Scheme:               scheme = { relativistic, non-relativistic }

Velocity of light:    v_light = { finite, infinite }
                      (doesn't matter if non-relativistic scheme)

Potential type:       type = { well, non-well }
                      All parameters of potential well are ignored
                      if type = non-well

     Wynikiem dzia ania programu (zapisywanym do pliku) s  warto ci tangensów przesuni

fazowych tg N  ( tg ~
N  dla wersji nierelatywistycznej) oraz samych przesuni  ( N  i ~

N )

dla okre lonych w pliku konfiguracyjnym naturalnych liczb N , okre laj cych ilo  funkcji
bazowych w których obcinany jest potencja . Dla N  warto ci tg N  s  kolejnymi

przybli eniami rzeczywistej warto ci tg  (patrz rozdzia y 4.1, 4.2). Dodatkowo zapisywany

jest u redniony  wynik dla  bie cej i poprzednich warto ci N .  W celu unikni cia pomy ek,
na pocz tku pliku wynikowego przepisywany jest wej ciowy plik konfiguracyjny oraz
zapisywane s  data i czas rozpocz cia oblicze  (w wersji dla MS Fortran) i wynik
analityczny (je eli potencja  ma kszta t studni potencja u).
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     Przyk adowy plik wynikowy (odpowiadaj cy powy szemu plikowi konfiguracyjnemu):

# J-MATRIX METHOD
# ---------------
#
# DATE AND TIME OF COMPUTATION
# ----------------------------
# 1999. 2.10    20:30
#
# GENERAL PARAMETERS
# ------------------
# Energy of projectile               E = 2.5d0
# Quantum numbers                    l = 1
#                                kappa = -2
# Scaling parameter             lambda = 1.0d0
# Basis set                      basis = gauss
# Scheme                        scheme = relativistic
# Velocity of light            v_light = finite
# Potential type                  type = well
#
# STEERING PARAMETERS
# -------------------
# File to store results           fout = r_g_1_-2
# Initial value of Ntrunc       Nstart = 10
# Final value of Ntrunc           Nend = 40
#
# PARAMETERS OF POTENTIAL WELL
# ----------------------------
# Depth                             v0 = -1.5d0
# Left bound                         a = 1.0d0
# Right bound                        b = 1.5d0
#
#
# ANALYTICAL RESULT
# -----------------
# delta   0.567566818088086
#
# NUMERICAL RESULTS: n  tan(delta)  delta  average(delta)
# -------------------------------------------------------
 10  0.613615034010448146  0.550370452536675048  0.550370452536675048
 11  0.715270220166890458  0.620901085019879728  0.585635768778277388
 12  0.562111675390912224  0.512094422936371751  0.561121986830975472
 13  0.663960502723043411  0.586126764709871684  0.567373181300699581
 14  0.663491430095154877  0.585801140164485257  0.571058773073456760
 15  0.581521097075351934  0.526721247095865319  0.563669185410524798
 16  0.703120510879143623  0.612817198166243582  0.570690330089913211
 17  0.606110892548729741  0.544900692325251734  0.567466625369330568
 18  0.649294621215873446  0.575879188144596155  0.568401354566582362
 19  0.638354200958231255  0.568144753940502345  0.568375694503974294
 20  0.639776874892302838  0.569154885402664013  0.568446530040218834
 21  0.623038409852989084  0.557187489917602918  0.567508276696667591
 22  0.669499070969901355  0.589960936270762071  0.569235404356213226
 23  0.606074482960124894  0.544874064444574868  0.567495308648239161
 24  0.666398973554741092  0.587817254649145915  0.568850105048299581
 25  0.622578796760573927  0.556856330453336268  0.568100494136114298
 26  0.636760193849674971  0.567011422449566482  0.568036431095729100
 27  0.650197937788655200  0.576514355836384440  0.568507426914654390
 28  0.621041228262965372  0.555747491826153794  0.567835851383680645
 29  0.658426843508253201  0.582276396201295454  0.568557878624561419
 30  0.626864041527826155  0.559938626862196420  0.568147438064448784
 31  0.647400851354210660  0.574545880472427162  0.568438276355720529
 32  0.635486887681411039  0.566104930922703864  0.568336826554285079
 33  0.637666122617901787  0.567655734405599022  0.568308447714756526
 34  0.637429363081267075  0.567487398059410841  0.568275605728542632
 35  0.638992062566270391  0.568597811745759629  0.568287998267666405
 36  0.635399380711809014  0.566042594607637506  0.568204835169146771
 37  0.643900350041978653  0.572075283411949798  0.568343065463532637
 38  0.633931111738603059  0.564995924357030166  0.568227646804687736
 39  0.644145389195793450  0.572248484667905455  0.568361674733461664
 40  0.634439217916909270  0.565358290285415954  0.568264791364169963

     Jak ju  wspomniano wcze niej, wynikiem dzia ania programu s  warto ci tangensów
przesuni  fazowych tg N  dla kolejnych naturalnych liczb N , okre laj cych ilo  funkcji
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bazowych w których obcinany jest potencja . Spodziewamy si , e tg tgN
N  tzn. e

kolejne warto ci tg N  s  coraz lepszymi przybli eniami rzeczywistej warto ci tg . Z trzech

powodów nie uda o si  jednak uzyska  wyników dla du ych warto ci N :

1. Jest trudne (przy u yciu standardowych technik programowania) uzyskanie wyników dla
N 171. Wynika to st d, e we wzorach (patrz dodatek C) wyst puje funkcja n! oraz
funkcja ( )n , których warto  dla n N 171 przekracza dopuszczalny zakres zmiennej

rzeczywistej podwójnej precyzji w Fortranie (oko o 1.0E+308, w zale no ci od konkretnej
architektury systemu). Dla oblicze  przy u yciu bazy Laguerre’a mo na cz ciowo ten
problem omin , upraszczaj c wszystkie funkcje n! z funkcjami gamma dla których
argument jest ca kowity, co autor uczyni  w programie. Dla bazy Gaussa takiego
uproszczenia nie mo na zrobi , bo argumentami funkcji gamma s  liczby u amkowe.
Mo na równie  pos u y  si  logarytmami omawianych funkcji, co mo e by  wykorzystane
w przysz ych wersjach programu.

2. Funkcja hipergeometryczna 2 1F  jest bardzo trudna do zaimplementowania na podstawie

definicji – wi e si  to z powa nymi b dami numerycznymi dla du ych warto ci jej
parametrów. Autor stara  si  zminimalizowa  te b dy poprzez odpowiednie grupowanie
jej elementów, jednak w praktyce nie uda o si  unikn  ich niepo danego wp ywu na
wyniki dla N 50 . Pozosta e funkcje hipergeometryczne nie sprawiaj  takich problemów.
Dzi ki temu obliczenia w bazie Gaussa nie by y obarczone omawianym b dem. By  mo e
sposobem obej cia tego problemu by oby rekurencyjne wyliczanie warto ci funkcji.

3. Ze wzgl du na posta  wzorów, koszt obliczeniowy programu jest rz du O Nexp , czyli

bardzo wysoki. Wykorzystuj c opcje profilowania, autor zauwa y , e najwi cej czasu
zajmuje ca kowanie numeryczne, jednak nie ze wzgl du na nieefektywn  metod , ale ze
wzgl du na ilo  ca ek do policzenia ( N 2 w przypadku nierelatywistycznym oraz 2 2N  w
relatywistycznym). Ilo  tych ca ek uda o si  zmniejszy  o po ow  (wykorzystano
symetryczno  macierzy Vmn ), ponadto wykorzystano kszta t potencja u u ytego do

oblicze  (prostok tna studnia, poza któr  potencja  si  zeruje) do ograniczenia obszaru
ca kowania. Dzi ki tym usprawnieniom uda o si  znacznie ograniczy  wspó czynnik
proporcjonalno ci wyk adniczej zale no ci czasu oblicze  od N . W dalszych pracach nad
programem nale y dalej zajmowa  si  jego przyspieszeniem, aby móc go w pe ni
wykorzysta .

Pierwszy i drugi problem nie dotyczy programu Mathematica 3.0, program ten dobrze radzi
sobie z bardzo du ymi liczbami, ale okupione jest to nieporównywalnie d u szym czasem
oblicze , co czyni ten program praktycznie nieprzydatnym dla warto ci N 20 . Obliczenia
w Mathematice maj  jednak du  warto  pogl dow , umo liwiaj  bowiem atw  obserwacj
i kontrol  odpowiednich macierzy i wzorów.



54

5.3 Wzory analityczne do przetestowania programu

5.3.1 Przypadek nierelatywistyczny

     Rozpatrzmy prostok tn  studni  potencja u, jak na poni szym rysunku:

  a   b

V0

E

r

~k

obszar
     I

obszar
    II

obszar
   III

~k ~k

Szukamy radialnych cz ci rozwi za  w poszczególnych obszarach w postaci sferycznych
funkcji Bessela i Neumanna:

I lr A j kr1 ( ~ ) ,

II l lr A j k r B n k r2 2( ~ ) ( ~ ) ,

III l lr A j kr B n kr3 3( ~ ) ( ~ ) .

W powy szych wzorach ~k
m2

, ~k
m V2 0

 przy za o eniu, e V0 .

Rozwi zania te nale y zszy , zapewniaj c ci g o  funkcji i jej pochodnej:

I II

I II

a a

r
a

r
a

( ) ( )

( ) ( )
d
d

d
d

,
II III

II III

b b

r
b

r
a

( ) ( )

( ) ( )
d
d

d
d

.

     Tangens przesuni cia fazowego dostajemy w postaci ilorazu:

tg l

B
A

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

3

3

3 4 9 11 7 13 2 4 8 13 9 12 1 5 9 12 6 7 13 6 9 11 5 8 13

3 4 7 14 10 11 2 4 10 12 8 14 1 5 8 14 6 10 11 5 10 12 6 7 14

,

gdzie

a j ka a j k a a n k a a j ka a j k a a n k a a j k bl l l l l l l1 2 3 4 5 6 7( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ),      
a n k b a j kb a n kb a j k b a n k b a j kb a n kbl l l l l l l8 9 10 11 12 13 14( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ), ( ~ ),      

a j nl l,  s  pochodnymi sferycznych funkcji Bessela i Neumanna.
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5.3.2 Przypadek relatywistyczny

    Rozpatrzmy prostok tn  studni  potencja u, jak na poni szym rysunku:

  a   b

V0

E

r

obszar
     I

obszar
    II

obszar
   III

, ,k , ,k, ,k

Mamy parametry:  , V0    oraz   ,  k  a tak e   i  k k ,

okre lone wzorami (5.1.1).

     Zdefiniujmy nast puj ce macierze

X
j kr n kr
j kr n krr

k l l

l l1 1

, Y
n kr n kr
j kr j krr

k l l

l l

1

1

,

gdzie j zn  s  sferycznymi funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, a n zn  s  sferycznymi

funkcjami Bessela drugiego rodzaju (sferycznymi funkcjami Neumanna) (patrz dodatek C).
W obydwu macierzach górne i dolne znaki dotycz  odpowiednio ujemnych i dodatnich .

     Radialne cz ci rozwi za  w poszczególnych obszarach mo emy zapisa  jako

I r
kr X

A1

0
, II r

kr X
A
B

2

2
, III r

kr X
A
B

3

3
.

Z warunków ci g o ci otrzymujemy równania

X
A

X
A
Ba

k
a
k1 2

20 ,

X
A
B

X
A
Bb

k
b
k2

2

3

3
.

Rozwi zuj c metod  podstawienia powy szy uk ad otrzymamy

A
B

X X X X
A

b
k

b
k

a
k

a
k3

3

1 1 1

0
.
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Przyjmuj c A1 1  oraz zauwa aj c, e X
Y

Xr
k r

k

r
k

1

det
 mamy

A
B X X

Y X Y X
b
k

b
k b

k
b
k

a
k

a
k3

3

1 1
0det det

.

Tangens przesuni cia fazowego znajdujemy w postaci

tg l

B
A

3

3
.

5.4 Metodologia oblicze

     Autor przeprowadzi  szereg oblicze  przesuni  fazowych dla ró nych energii elektronu,
ró nych parametrów studni potencja u oraz ró nych kombinacji liczb kwantowych, a tak e
dla ró nych baz. W tym rozdziale przedstawione s  przyk adowe wyniki.

    Wi kszo  oblicze  autor przeprowadzi  na przypadkowo wybranym potencjale o kszta cie
prostok tnej studni. Jej g boko   wybrana zosta a na V0 15. au , lewa kraw d  na

a 10. au , natomiast prawa na b 15. au . Energi  kinetyczn  elektronu padaj cego ustalono
na 2 5. au  (w przypadku relatywistycznym – 2 5. au ) . Parametr skaluj cy  pozosta
jednakowy dla wszystkich oblicze , jego warto  przyj to jako 1.0. Tak  kombinacj
parametrów autor b dzie dalej nazywa  konfiguracj  podstawow . Je eli nie zaznaczono
inaczej, to pocz tkowa warto N  wynosi a N start 10 , a ko cowa Nend 40 . Poniewa  dla

takich warto ci N  nie uzyskiwano jeszcze idealnej zbie no ci, to wynikiem ko cowym by a
u redniona warto  przesuni cia fazowego, tzn.

N
end start

N
N N

N

N N
start

end1
1

.

     Autor przeprowadzi  obliczenia nast puj cymi metodami:

1. nierelatywistyczn  metod  J-macierzy (rozdzia  5.5.1),

2. relatywistyczn  metod  J-macierzy (rozdzia  5.5.2),

3. relatywistyczn  metod  J-macierzy w granicy nierelatywistycznej, tzn. dla niesko czonej
warto ci pr dko ci wiat a (rozdzia  5.5.3).

     W ramach pierwszych dwóch metod, autor przeprowadzi  nast puj ce testy:

(A)   Po o enie zerowej g boko ci studni potencja u (tzn. V0 0 ). Zgodnie z teori  powinna

temu przypadkowi odpowiada  zerowa warto   przesuni cia fazowego. Przeprowadzono
testy dla kilku kombinacji liczb kwantowych, a wyniki zebrano w tabelach.
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(B)   Sprawdzenie, czy i jak numerycznie wyliczone przesuni cia fazowe przy rozpraszaniu
na ró nych potencja ach w kszta cie studni zbiegaj  si  do warto ci wyliczonych analitycznie.
Obliczenia przeprowadzono dla bazy Gaussa i Laguerre’a, a wyniki zobrazowano na
wykresach.

(C)   Seria oblicze  dla konfiguracji podstawowej dla ró nych kombinacji liczb kwantowych,
w obydwu bazach. Wyniki zebrane zosta y w tabelach. Zamieszczono przyk adowe wykresy
dla bazy Gaussa i Laguerre’a.

     W ramach trzeciej metody autor zbada , czy wyniki otrzymywane schematem
relatywistycznym, ale przy po o eniu niesko czonej warto ci pr dko ci wiat a, zbiegaj  si
do wyników otrzymanych schematem nierelatywistycznym.

     Wszystkie podstawowe obliczenia autor przeprowadzi  napisanym przez siebie
programem w j zyku Fortran 77, a obliczenia pomocniczo-kontrolne (np. sprawdzenie
poprawno ci wzoru (4.2.21)) w programie Mathematica 3.0.

5.5 Wyniki oblicze 5

5.5.1 Nierelatywistyczna metoda J-macierzy

(A)   W poni szej tabeli zamieszczone s  wybrane wyniki  uzyskane za pomoc  programu dla
konfiguracji podstawowej, ale z g boko ci  potencja u V0 0 .

l Baza [rad](analitycznie)
N [rad](numerycznie)

0 gauss 0.000000000000000E0 3.2920E-12
0 laguerre 0.000000000000000E0 6.0000E-15
1 gauss 0.000000000000000E0 9.2710E-12
1 laguerre 0.000000000000000E0 1.0000E-14
4 gauss 0.000000000000000E0 1.8309E-11
4 laguerre 0.000000000000000E0 3.5000E-14

Mo na uzna , e otrzymane wyniki s  zgodne z wynikami analitycznymi.

(B)  Autor zbada , czy i w jaki sposób kolejne przybli enia N  zbiegaj  si  do warto ci

wyliczonej analitycznie. Obliczenia przeprowadzono dla przypadkowo wybranych
kombinacji parametrów. Ich wyniki przedstawione s  na poni szych wykresach. Na osi
poziomej zaznaczone s  kolejne warto ci N , na osi pionowej [rad] . Kolejne przybli enia

N  oznaczone s  kwadratami, a warto  analityczna lini  prost  ci g .

5 Obliczenia zosta y wykonane na komputerze IBM SP/2 w Centrum Informatycznym TASK.
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05 0 10 05 100. au, , . au, . au, . au    l V a b

baza Gaussa

baza Laguerre’a
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05 1 05 10 120. au, , . au, . au, . au    l V a b

baza Gaussa

baza Laguerre’a
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(C)   Systematyczne obliczenia dla konfiguracji podstawowej.

Baza – Gauss:

l [rad](analitycznie)
N [rad](numerycznie) N

0 1.08897176770688E-1 1.09232525867189E-1 3.35E-4
1 5.67545055377277E-1 5.68262677438221E-1 7.18E-4
2 5.99137928636435E-1 5.98604377734328E-1 -5.34E-4
3 1.55084790654800E-1 1.55212847254619E-1 1.28E-4
4 1.82110965544380E-2 1.96517377032165E-2 1.44E-3
5 1.50828438964800E-3 2.89891995385005E-3 1.39E-3
6 9.22636189650000E-5 1.81131895985217E-3 1.72E-3

Wykres dla l 1

Baza – Laguerre:

l [rad](analitycznie)
N [rad](numerycznie) N

0 1.08897176770688E-1 1.02765365405441E-1 -6.13E-3
1 5.67545055377277E-1 5.35936853984833E-1 -3.16E-2
2 5.99137928636435E-1 5.93444742996416E-1 -5.69E-3
3 1.55084790654800E-1 1.80803471691081E-1 2.57E-2
4 1.82110965544380E-2 3.20376427905915E-2 1.38E-2
5 1.50828438964800E-3 7.49167626927622E-3 5.98E-3
6 9.22636189650000E-5 2.80219429582033E-3 2.71E-3
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Wykres dla l 1

Okazuje si , e lepsz  (szybsz ) zbie no ci  charakteryzuje si  baza Gaussa, chocia  w te cie
przy zerowej g boko ci studni okaza a si  gorsza od bazy Laguerre’a.

5.5.2 Relatywistyczna metoda J-macierzy

(A)   Konfiguracja podstawowa, V0 0 .

l Baza [rad] (analitycznie)
N [rad](numerycznie)

0 -1 gauss 0.000000000000000E0 5.8720E-12
0 -1 laguerre 0.000000000000000E0 8.4000E-14
1 1 gauss 0.000000000000000E0 1.1779E-11
1 1 laguerre 0.000000000000000E0 3.7600E-13
1 -2 gauss 0.000000000000000E0 1.1779E-11
1 -2 laguerre 0.000000000000000E0 3.7600E-13
4 4 gauss 0.000000000000000E0 9.1226E-11
4 4 laguerre 0.000000000000000E0 5.8500E-13
4 -5 gauss 0.000000000000000E0 9.1226E-11
4 -5 laguerre 0.000000000000000E0 5.8500E-13
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(B)   Ró ne studnie potencja ów, wykresy zbie no ci.

4 5 2 3 2 5 10 1010. au, , , . au, . au, . au     l V a b

Baza Gaussa

Baza Laguerre’a
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4 5 2 3 2 5 05 0 60. au, , , . au, . au, . au     l V a b

Baza Gaussa

Baza Laguerre’a
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(C)   Systematyczne obliczenia dla konfiguracji podstawowej.

Baza – Gauss:

l [rad](analitycznie)
N [rad](numerycznie) N

0 -1 1.08927001704795E-1 1.09405833347494E-1 4.79E-4
1 -2 5.67566818088086E-1 5.68264791364169E-1 6.98E-4
1 1 5.67538166974585E-1 5.68254420487773E-1 7.16E-4
2 -3 5.99230480054382E-1 5.98688907626321E-1 -5.42E-4
2 2 5.99258747136310E-1 5.98735081722034E-1 -5.24E-4
3 -4 1.55130447591260E-1 1.55092074555394E-1 -3.84E-5
3 3 1.55175009560722E-1 1.55135931741479E-1 -3.91E-5

Wykres dla l 1 2,

Baza – Laguerre:

l [rad](analitycznie)
N [rad](numerycznie) N

0 -1 1.08927001704795E-1 1.02796700776405E-1 -6.13E-3
1 -2 5.67566818088086E-1 5.35955153464449E-1 -3.16E-2
1 1 5.67538166974585E-1 5.35925186761733E-1 -3.16E-2
2 -3 5.99230480054382E-1 5.93525830832780E-1 -5.70E-3
2 2 5.99258747136310E-1 5.93545907602457E-1 -5.71E-3
3 -4 1.55130447591260E-1 1.81341288201869E-1 2.62E-2
3 3 1.55175009560722E-1 1.80896168344248E-1 2.57E-2
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Wykres dla l 1 2,

Tutaj te  baza Gaussa okaza a si  lepsza, przynajmniej w badanym zakresie N .

5.5.3 Relatywistyczna metoda J-macierzy w granicy nierelatywistycznej

l Baza
N [rad]

numerycznie
relatywistycznie

N [rad]
numerycznie

relatywistycznie
 granica

nierelatywistyczna

N [rad]
numerycznie

nierelatywistycznie

0 -1 gauss 1.09405833347494E-1 1.09252221868101E-1 1.09232525867189E-1
0 -1 laguerre 1.02796700776405E-1 1.02765475435248E-1 1.02765365405441E-1
1 1 gauss 5.68254420487773E-1 5.68259957438321E-1 5.68262677438221E-1
1 1 laguerre 5.35925186761733E-1 5.35928992784353E-1 5.35936853984833E-1
2 2 gauss 5.98735081722034E-1 5.98609373234608E-1 5.98604377734328E-1
2 2 laguerre 5.93545907602457E-1 5.93499844946110E-1 5.93444742996416E-1

     Wyniki dla l  i l 1 okaza y si  identyczne, dlatego autor nie zamie ci  ich w
tabeli. Z tabeli mo na wywnioskowa , e wyniki relatywistyczne w granicy
nierelatywistycznej zd aj  do wyników nierelatywistycznych, co dowodzi poprawno ci
rozwa a  pod koniec rozdzia u 4.2.

     Z  wyników oblicze  omówionych w tym rozdziale wida , e obliczenia metod  J-
macierzy s  do  dok adne dla liczb kwantowych l 0 3 . Autor zbada , e dla wi kszych l
wyniki numeryczne  staj  si  coraz bardziej niedok adne – w dalszym ci gu s  zbie ne do
warto ci analitycznych, ale ta zbie no  jest coraz wolniejsza. Jest to spowodowane tym, e
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bezwzgl dne warto ci przesuni  fazowych s  wtedy zwykle coraz mniejsze i nak ada si  na
nie b d spowodowany obci ciem potencja u, dlatego trzeba wykonywa  obliczenia w
wi kszej bazie. Okazuje si , e nawet dla prostych potencja ów b d ten ma du y wp yw na
wyniki oblicze  i powoduje pogarszanie si  zbie no ci. Autor podejrzewa, e gdyby uda o si
przeprowadzi  obliczenia dla wi kszych N  (rz du 100-200), to jego wp yw by by du o
mniejszy. Ponadto, wykorzystuj c fakt, e wzór na tangens przesuni cia fazowego jest
wzorem analitycznym, mo na do niego zastosowa  standardowe poprawki wariacyjne
omówione w  [1].

6. Podsumowanie
     Zasadniczym celem pracy by o zaprogramowanie metody J-macierzy i praktyczne
sprawdzenie, czy stosowanie jej do opisu zderze  daje dobre rezultaty. W tym celu autor
napisa  program komputerowy i przeprowadzi  za jego pomoc  obliczenia przesuni
fazowych przy rozpraszaniu na potencja ach o kszta cie prostok tnej studni. Wynika z nich,
e metoda jest skuteczna, ale dla takich parametrów, dla których przesuni cie fazowe ma do

du  warto  bezwzgl dn . B d wynikaj cy z przybli enia potencja u jest wtedy mniejszego
rz du ni  wynik i nie wp ywa na  znacz co. Okaza o si  równie , e na zbie no  wyników
numerycznych ma du y wp yw rodzaj bazy u ytej do oblicze . Generalnie, lepsza okaza a si
baza Gaussa, chocia , jak wida  z wykresów, mo na i po bazie Laguerre’a spodziewa  si
dobrych rezultatów, ale dla wi kszych N . Ponadto pozostaje do sprawdzenia, w jaki sposób
czynnik skaluj cy  wp ywa na wynik. Trudno b dzie jednak wtedy porównywa  wyniki z
baz Gaussa i Laguerre’a, ze wzgl du na inny wymiar czynnika skaluj cego w tych bazach.

     Po udoskonaleniu programu (przyspieszenie dzia ania, zmniejszenie wp ywu b dów
wynikaj cych z przybli ania potencja u, zwi kszenie stosowalno ci do kilkukrotnie
wi kszych N ) mo e on by  wykorzystany do relatywistycznych oblicze  na rzeczywistych
potencja ach.
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7. Dodatek

A. W asno ci wielomianów Legendre’a oraz harmonik sferycznych

    Wielomiany Legendre’a definiujemy nast puj co:

P
ll l

l

l

l
cos

d
d cos

1
2

12

!
cos .

Stowarzyszone funkcje Legendre’a s  zwi zane z wielomianami Legendre’a relacj
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Dla stowarzyszonych funkcji Legendre’a zachodzi wzór
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Dla tak zdefiniowanych harmonik zachodz  poni sze wzory:
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gdzie
x yi .

Przypomnijmy, e
L

,  przy czym L  jest operatorem orbitalnego momentu p du.

    Zdefiniujmy nast puj ce symbole ró niczkowe

z z
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x y
i ,

x y
i .

Zachodz  wzory
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B. Sferyczne funkcje Bessela, funkcje Riccati-Bessela

    Rozpatrzmy równanie
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Jego rozwi zaniami s  sferyczne funkcje Bessela:

pierwszego rodzaju: j z
z

J zn n2 1 2/ ,

drugiego rodzaju:  y z
z
Y zn n2 1 2/ ,

trzeciego rodzaju:

h z
z

H z j z y zn n n n
1

1 2
1

2 / i ,

h z
z

H z j z y zn n n n
2

1 2
2

2 / i .

Funkcje Bessela J z Y z,  pierwszego i drugiego rodzaju dla rzeczywistego  mo na
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Y z
J z J zcos

sin
.

Funkcje Bessela drugiego rodzaju nazywane s  cz sto funkcjami Neumanna, a sferyczne
funkcje Bessela drugiego rodzaju – sferycznymi funkcjami Neumanna.

    Dla funkcji j zn   zachodzi wzór
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Dla funkcji y zn   zachodzi wzór
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    Funkcje Riccati-Bessela s  rozwi zaniami równania
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gdzie z xn  jest równe j xn  lub y xn .
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C. Wybrane elementy baz Laguerre’a i Gaussa

W poni szej tabeli zebrane zosta y elementy rozwini cia rozwi za  typu sinus i kosinus w
bazie Laguerre’a i Gaussa oraz same funkcje bazowe. Ln

( )  i Cn
( )  s  odpowiednio

wielomianami Laguerre’a i Gegenbauera, 2 1F  i 1 1F  s  odpowiednimi funkcjami

hipergeometrycznymi, 0   jest parametrem skaluj cym.
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D. Kody ród owe programów

D.1 Fortran 77

      PROGRAM Metoda_J_Macierzy

      INTEGER n, Nstart, Nend
      REAL*8 delta, tan_delta, aver_delta
      REAL*8 sum
      REAL*8 t, t_analitic
      CHARACTER*8 fout, type
      CHARACTER*20 fin

      COMMON /N/n /steer/fout,Nstart,Nend /potential_type/type

 10   FORMAT (A3,I3,A3,F20.15,A4,F20.15,A6,F20.15)
 20   FORMAT (I3,3F22.18)
 30   FORMAT (I3,A2,F22.18)

*     Nazwa pliku z danymi wejsciowymi
      fin = 'j-matrix.dat'

*     Wczytanie parametrow z pliku
      CALL LoadParams(fin)

*     Glowny plik wynikowy
      OPEN(1,FILE='results/'//fout)

*     Dodatkowy plik wynikowy (format Comma Separated Variables -
CSV)
      OPEN(2,FILE='results/'//fout//'.csv')
      WRITE(2,*) ' N, delta[rad]'

*     Przepisanie uzytych parametrow do pliku wynikowego
      CALL SaveParams(fin)

      IF (type .EQ. 'well') THEN

*       Analityczna wartosc przesuniecia fazowego dla studni potencjalu
        tan_delta = t_analitic()
        delta = atan(tan_delta)

        WRITE(*,*)
        WRITE(*,'(A,F18.15)')' Wynik analityczny:           d=   ',delta
        WRITE(1,'(A19,F20.15)') '# ANALITICAL RESULT'
        WRITE(1,'(A19)')       '# -----------------'
        WRITE(1,'(A7,F20.15)') '# delta=',delta
        WRITE(1,'(A1)') '#'

      ENDIF

      WRITE(*,*) 'Wyniki numeryczne:'

      WRITE(1,'(A57)')
     &  '# NUMERICAL RESULTS: n  tan(delta)  delta  average(delta)'
      WRITE(1,'(A57)')
     &  '# -------------------------------------------------------'

      sum = 0.d0

*     Glowna petla programu
*   -----------------------------

      DO n = Nstart, Nend

*       Obliczenie wartosci tan(delta) i delta dla danego n
        tan_delta = t(n)
        delta = atan(tan_delta)

*       Obliczenie sredniej wartosci przesuniecia fazowego
        sum = sum + delta
        aver_delta = sum / (n-Nstart+1)

*       Zapisanie wynikow do plikow i na ekran
        WRITE(*,10) 'n=',n,'t=',tan_delta ,'d= ',delta,'av= ',aver_delta
        WRITE(1,20) n, tan_delta, delta, aver_delta
        WRITE(2,30) n,', ',delta

      ENDDO

*   -----------------------------

*     Koniec glownej petli programu

      CLOSE(1)
      CLOSE(2)

      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION t(N)

*     Funkcja wylicza numeryczna wartosc tangensa przesuniecia
fazowego

      REAL*8 s, c, g, jm
      REAL*8 tmp, gN, jmN
      REAL*8 k, Eps, v_light
      INTEGER N, n_trunc
      CHARACTER*16 scheme, tmp_scheme

      COMMON /N/n_trunc /scheme/scheme /k/k /Eps/Eps /v_light/v_light

      n_trunc = N
      gN = g(N-1,N-1)

*      We wzorze na t wystepuja elementy Jm nierelatywistyczne -
*      tymczasowo "oszukujemy" procedure liczaca elementy J-macierzy
      tmp_scheme = scheme
      scheme = 'non-relativistic'
        jmN = jm(N,N-1)
      scheme = tmp_scheme

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
        tmp = 2.d0 * Eps * v_light / k
      ELSE
        tmp = 1.d0
      ENDIF

      t = - ( s(N-1) + tmp * gN * jmN * s(N) ) /
     &      ( c(N-1) + tmp * gN * jmN * c(N) )

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION t_analitic()

*     Funkcja oblicza tangens przesuniecia fazowego wg. wzorow
*     analitycznych (patrz rozdzial 5.3)

      REAL*8 X1(2,2), X2(2,2), Y1(2,2), Y2(2,2), il1(2,2), il2(2,2)
      REAL*8 k, kpr, l_
      REAL*8 Eps, Epspr
      REAL*8 v0, a, b
      REAL*8 ka, kb, k1a, k1b
      REAL*8 a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a8,a9,a10,a11,a12,a13,a14
      REAL*8 sphbess, sphneum, sphbess_prim, sphneum_prim
      INTEGER l
      CHARACTER*8 type
      CHARACTER*16 scheme

      COMMON /k/k /kpr/kpr /potential_type/type /well/v0,a,b
      COMMON /scheme/scheme /Eps/Eps /Epspr/Epspr /l/l

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN

*         Sformowanie odpowiednich macierzy
         CALL formY (Y1, b, k,   Eps)
         CALL formX (X1, b, kpr, Epspr)
         CALL formY (Y2, a, kpr, Epspr)
         CALL formX (X2, a, k,   Eps)

*         Wymnozenie macierzy
         CALL multiply(2,Y2,X2,il1)
         CALL multiply(2,X1,il1,il2)
         CALL multiply(2,Y1,il2,il1)
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*         Wynik jako stosunek odpowiednich wspolczynnikow
         t_analitic = il1(2,1) / il1(1,1)

      ELSE

*         Zmienne pomocnicze
         ka = k * a
         kb = k * b
         k1a = kpr * a
         k1b = kpr * b
         l_ = dble(l)

         a1 = sphbess(l_, ka)
         a2 = sphbess(l_, k1a)
         a3 = sphneum(l_, k1a)
         a4 = sphbess_prim(l_, ka)
         a5 = sphbess_prim(l_, k1a)
         a6 = sphneum_prim(l_, k1a)
         a7 = sphbess(l_, k1b)
         a8 = sphneum(l_, k1b)
         a9 = sphbess(l_, kb)
         a10= sphneum(l_, kb)
         a11= sphbess_prim(l_, k1b)
         a12= sphneum_prim(l_, k1b)
         a13= sphbess_prim(l_, kb)
         a14= sphneum_prim(l_, kb)

         t_analitic = ( a3*a4*(a9*a11-a7*a13)+a2*a4*(a8*a13-a9*a12) +
     &        a1*(a5*a9*a12+a6*a7*a13-a6*a9*a11-a5*a8*a13) )  /
     &    ( a3*a4*(a7*a14-a10*a11)+a2*a4*(a10*a12-a8*a14) +
     &        a1*(a5*a8*a14+a6*a10*a11-a5*a10*a12-a6*a7*a14)  )

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE formX(X,r,k,Eps)

      REAL*8 X(2,2)
      REAL*8 r, k, Eps
      REAL*8 kr, l_
      REAL*8 sphneum, sphbess
      INTEGER l, kappa

      COMMON /l/l  /kappa/kappa

      kr = k * r
      l_ = dble(l)

      X(1,1) =  sphbess(l_, kr)
      X(1,2) = -sphneum(l_, kr)
      IF (kappa .GT. 0) THEN
        X(2,1) =  Eps * sphbess(l_-1, kr)
        X(2,2) = -Eps * sphneum(l_-1, kr)
      ELSE
        X(2,1) = -Eps * sphbess(l_+1, kr)
        X(2,2) =  Eps * sphneum(l_+1, kr)
      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE formY(Y,r,k,Eps)

      REAL*8 Y(2,2)
      REAL*8 r, k, Eps
      REAL*8 kr, l_
      REAL*8 sphneum, sphbess
      INTEGER l, kappa

      COMMON /l/l /kappa/kappa

      kr = k * r
      l_ = dble(l)

      Y(1,2) = sphneum(l_, kr)
      Y(2,2) = sphbess(l_, kr)
      IF (kappa .GT. 0) THEN

        Y(1,1) = -Eps * sphneum(l_-1, kr)
        Y(2,1) = -Eps * sphbess(l_-1, kr)
      ELSE
        Y(1,1) =  Eps * sphneum(l_+1, kr)
        Y(2,1) =  Eps * sphbess(l_+1, kr)
      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION fi(n,r)

*     Funkcja bazowa

      REAL*8 lambda, r
      REAL*8 lr, lr2
      REAL*8 laguerre
      INTEGER n, l
      CHARACTER*8 basis

      COMMON /lambda/lambda /basis/ basis /l/l

*      Zmienne pomocnicze
      lr = lambda * r
      lr2 = lambda**2 * r**2

      IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

*        Baza Laguerre'a
        fi = lr**(l+1) * exp(-lr/2.d0) * laguerre(n,2*l+1.d0,lr)

      ELSE

*        Baza Gaussa
        fi = lr**(l+1) * exp(-lr2/2.d0) * laguerre(n,l+0.5d0,lr2)

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION psi(n,r)

*     Funkcja bazowa

      REAL*8 r, lr, lr2, lambda, k
      REAL*8 fi, laguerre
      INTEGER n, l, kappa
      CHARACTER*8 basis

      COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /kappa/kappa /l/l

      lr = lambda * r

      IF (basis. EQ. 'laguerre') THEN

        psi = kappa / r * fi(n,r) + exp(-lr/2.d0) *        (
     &   lambda**(l+1) * (l+1) * r**l * laguerre(n,2*l+1.d0,lr) -
     &   lr**(l+1) * lambda/2.d0 * laguerre(n,2*l+1.d0,lr) -
     &   lr**(l+1) * (laguerre(n,2*l+2.d0,lr)-laguerre(n,2*l+1.d0,lr)) )

      ELSE

        lr2 = lr * lr
        psi = kappa / r * fi(n,r) + exp(-lr2/2.d0) *        (
     &   lambda**(l+1) * (l+1) * r**l * laguerre(n,l+0.5d0,lr2)-
     &   lr**(l+1) * lambda**2 * r * laguerre(n,l+0.5d0,lr2) -
     &   lr**(l+1) * (laguerre(n,l+1.5d0,lr2)-laguerre(n,l+0.5d0,lr2)))

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION s(n)

*     Funkcja oblicza wspolczynniki rozwiniecia rozwiazania typu sinus
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      INTEGER n, l
      REAL*8 lambda, k
      REAL*8 gamma, gegen, laguerre, fact , fact1
      REAL*8 sint, cost, pi, eta
      CHARACTER*8 basis

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /l/l

*      Zmienne pomocnicze
      sint = k / ( k*k/lambda + lambda/4.d0)
      cost = (k**2 / lambda**2 - 0.25d0)/(k**2 / lambda**2 + 0.25d0)
      eta = k / lambda

      IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

        s =  2**l * gamma(l+1.d0) * fact1(n,n+2*l+1)
     &    * sint**(l+1) *  gegen(n, l+1.d0, cost)

      ELSE

        s = sqrt(2.d0*pi) * (fact(n) / gamma(n+l+1.5d0)) * (-1)**n *
     &    exp(-eta**2 / 2.d0) * laguerre(n,l+0.5d0,eta**2) * eta**(l+1)

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION c(n)

*     Funkcja oblicza wspolczynniki rozwiniecia rozwiazania typu kosinus

      INTEGER n, l
      REAL*8 lambda, k
      REAL*8 fact, gamma, hyperg21, hyperg11, fact1
      REAL*8 pi, sint, cost, sin2t, eta
      CHARACTER*8 basis

      COMMON /lambda/lambda /k/k /basis/basis /l/l

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

*      Zmienne pomocnicze
      sint = k / ( k*k/lambda + lambda/4.d0)
      cost = (k**2 * lambda**(-2) -0.25d0)/(k**2 * lambda**(-2) +0.25d0)
      sin2t = lambda**2 / (4.d0 * k**2 + lambda**2)
      eta = k / lambda

      IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

        c = -(2)**l * fact1(n,n+2*l+1) / sint**l
     &    * hyperg21(-n-2.0d0*l-1.d0, n+1.d0, 0.5d0-l, sin2t)
     &    / sqrt(pi) * gamma(l+0.5d0)

      ELSE

        c = sqrt(2.0/pi) * gamma(l+0.5d0) * (-1)**n * (fact(n) /
     &    gamma(n+l+1.5d0)) * exp(-eta**2/2.0) * eta**(-l) *
     &    hyperg11(-n-l-0.5d0, 0.5d0-l, eta**2)

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION fifi(m,n)

      REAL*8 lambda
      REAL*8 gamma, k_delta, fact, fact1
      INTEGER m, n, l
      CHARACTER*8 basis

      COMMON /lambda/lambda /l/l /basis/basis

      IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

        fifi = fact1(n+2*l+1,n) / lambda
     &      * ( 2.d0*(n+l+1)*k_delta(m,n) - n*k_delta(m,n-1)

     &         - (n+2*l+2)*k_delta(m,n+1) )

      ELSE

        fifi = gamma(n+l+1.5d0) / 2.d0 / fact(n) * k_delta(m,n)

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION psipsi(m,n)

      REAL*8 lambda
      REAL*8 gamma, k_delta, fact, fact1
      INTEGER m, n, l
      CHARACTER*8 basis

      COMMON /lambda/lambda /l/l /basis/basis

      IF (basis .EQ. 'laguerre') THEN

        psipsi = fact1(n+2*l+1,n) / 4.d0
     &       * ( 2.d0*(n+l+1)*(2*lambda-1)*k_delta(m,n) +
     &          n*k_delta(m,n-1) + (n+2*l+2)*k_delta(m,n+1) )

      ELSE

        psipsi = lambda**2 * gamma(n+l+1.5d0) / 2.d0 / fact(n) *
     &    ( (2*n+l+1.5)*k_delta(m,n) + n*k_delta(m,n-1) +
     &      (n+l+1.5)*k_delta(m,n+1) )

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION Jm(i,j)

*     Funkcja wylicza elementy J-macierzy
*     Funkcja wywoluje wlasciwa funkcje (obejscie braku zmiennych
*     dynamicznych w Fortranie 77)

      INTEGER i, j, n, dim
      REAL*8 Jm1
      REAL*8 J1(50,50), J2(50,50)
      REAL*8 J3(50,50), J4(50,50), Jmac(100,100)
      CHARACTER*16 scheme

      COMMON /scheme/scheme /N/n

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
        dim = 2 * n
      ELSE
        dim = n
      ENDIF

      Jm = Jm1(i, j, n, dim, J1, J2, J3, J4, Jmac)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION Jm1(i, j, n, dim, J1, J2, J3, J4, Jmac)

      INTEGER i, j, m, l
      INTEGER dim
      CHARACTER*16 scheme
      REAL*8 k, v_light, E
      REAL*8 psipsi, fifi
      REAL*8 J1(n,n), J2(n,n)
      REAL*8 J3(n,n), J4(n,n), Jmac(dim,dim)

      COMMON /k/k /scheme/scheme  /v_light/v_light /E/E

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN

        DO m=1,n
          DO l=1,n
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            J1(m,l) = -E                    *   fifi (n-m, n-l)
            J2(m,l) =  v_light              * psipsi (n-m, l-1)
            J3(m,l) = -(E + 2 * v_light**2) * psipsi (m-1, l-1)
          ENDDO
        ENDDO

        CALL transpose(n,J2,J4)

        DO m=1,dim
          DO l=1,dim
            IF (m.LE.n .AND. l.LE.n) Jmac(m,l)=J1(m,l)
            IF (m.LE.n .AND. l.GT.n) Jmac(m,l)=J2(m,l-n)
            IF (m.GT.n .AND. l.GT.n) Jmac(m,l)=J3(m-n,l-n)
            IF (m.GT.n .AND. l.LE.n) Jmac(m,l)=J4(m-n,l)
          ENDDO
        ENDDO

        Jm1 = Jmac(i+1,j+1)

      ELSE

        Jm1 = 0.5d0 * psipsi(i,j)  -  k**2 / 2.d0 * fifi(i,j)

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION g(x,y)

*     Funkcja pomocnicza, wywolujaca wlasciwa procedure g1

      CHARACTER*16 scheme
      INTEGER x, y, dim, n
      REAL*8 A(100,100), A_orig(100,100)
      REAL*8 Eigval(100)
      REAL*8 Gamma(100,100), Gamma_transp(100,100)
      REAL*8 Il(100,100)
      REAL*8 G_(100,100), A_diag(100,100)
      REAL*8 g1

      COMMON /scheme/scheme /N/n

      IF (scheme.EQ.'relativistic') THEN
        dim = 2*n
      ELSE
        dim = n
      ENDIF

      g =
g1(dim,x,y,A,A_orig,Eigval,Gamma,Gamma_transp,Il,G_,A_diag)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION
     &    g1(dim,x,y,A,A_orig,Eigval,Gamma,Gamma_transp,Il,G_,A_diag)

*     Funkcja wylicza wartosc elementy macierzowe aproksymujace
*     funkcje Greena

      CHARACTER*16 scheme
      INTEGER x, y, dim
      REAL*8 A(dim,dim), A_orig(dim,dim)
      REAL*8 Eigval(dim)
      REAL*8 Gamma(dim,dim), Gamma_transp(dim,dim)
      REAL*8 Il(dim,dim)
      REAL*8 G_(dim,dim), A_diag(dim,dim)
      REAL*8 Jm, vN
      REAL*8 sum

      COMMON /scheme/scheme

 5    FORMAT (8F15.10)

*      Utworzenie macierzy wejsciowej (korzystajac z jej symetrycznosci)
      DO i=1,dim
        DO j=1,i
          A_orig(i,j) = Jm(i-1,j-1) + vN(i-1,j-1)
          A_orig(j,i) = A_orig(i,j)

        ENDDO
      ENDDO

*      Przepisanie macierzy A_orig do macierzy A
      DO i=1,dim
        DO j=1,dim
          A(i,j) = A_orig(i,j)
        ENDDO
      ENDDO

*      Policzenie wartosci wlasnych i wektorow wlasnych macierzy A
*      Z wektorow wlasnych utworzona zostanie macierz ortogonalna
Gamma,
*      uzyta nastepnie do diagonalizacji macierzy A
      CALL eigensys(dim,A,Eigval,Gamma)

*      Transponowanie macierzy Gamma
      CALL transpose(dim,Gamma,Gamma_transp)

*      Przepisujemy macierz A_orig do macierzy A
      DO i=1,dim
        DO j=1,dim
          A(i,j) = A_orig(i,j)
        ENDDO
      ENDDO

*      Diagonalizacja macierzy A
      CALL multiply(dim,A,Gamma,Il)
      CALL multiply(dim,Gamma_transp,Il,A_diag)

*      Policzenie elementow macierzowych G_ = A_inv
      DO k=1,dim
        DO i=1,dim
          sum = 0.d0
          DO j=1,dim
            sum = sum + Gamma(k,j)*Gamma(i,j)/Eigval(j)
          ENDDO
          G_(k,i) = sum
        ENDDO
      ENDDO

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
        g1 = G_(1,1)
      ELSE
        g1 = G_(x+1,y+1)
      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION v(r)

*     Potencjal rozpraszajacy

      REAL*8 r
      REAL*8 v0, a, b
      CHARACTER*8 type

      COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

      IF (type .EQ. 'well') THEN
*         Prostokatna studnia potencjalu
         IF ( r.GE.a .AND. r.LE.b ) THEN
           v = v0
         ELSE
           v = 0.d0
         ENDIF
      ELSE
*         Inny potencjal (przyk³ad)
         v = -1.d0 / r**2
       ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION vN(i,j)

*     Procedura obcina zadany potencjal w wybranej bazie

      INTEGER n_trunc, i, j
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      INTEGER i_, j_
      REAL*8 integral_inf, integral
      REAL*8 v0, a, b
      CHARACTER*16 scheme
      CHARACTER*8 type

      COMMON /mn/i_,j_ /N/n_trunc /scheme/scheme
      COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

      EXTERNAL fi_v_fi, psi_v_psi

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN

        IF ( (i .LT. n_trunc) .AND. (j .LT. n_trunc) ) THEN

*          Obszar "++"
          i_ = n_trunc-i-1
          j_ = n_trunc-j-1

*          Jezeli studnia potencjalu, to calkujemy tylko w jej obszarze
          IF (type .EQ. 'well') THEN
            vN =  integral(fi_v_fi, a, b)
          ELSE
            vN =  integral_inf(fi_v_fi, 0.d0, 1)
          ENDIF

        ELSE IF ((i .GE. n_trunc) .AND. (j .GE. n_trunc) ) THEN

*          Obszar "--"
          i_ = i-n_trunc
          j_ = j-n_trunc

          IF (type .EQ. 'well') THEN
            vN =  integral(psi_v_psi, a, b)
          ELSE
            vN =  integral_inf(psi_v_psi,0.d0,1)
          ENDIF

        ELSE

*          Obszar "+-" i "-+"
          vN = 0.d0

        ENDIF

      ELSE

*        Nierelatywistycznie
        i_ = i
        j_ = j

        IF ( (i .LT. n_trunc) .AND. (j .LT. n_trunc) ) THEN

*           Jezeli studnia potencjalu, to calkujemy tylko w jej obszarze
           IF (type .EQ. 'well') THEN
             vN = integral(fi_v_fi, a, b)
           ELSE
             vN = integral_inf(fi_v_fi, 0.d0, 1)
           ENDIF

        ELSE

          vN = 0.d0

        ENDIF

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION fi_v_fi(r)

*     Funkcja do wycalkowania przez funkcje vN

      REAL*8 r
      REAL*8 v, fi
      INTEGER m, n

      COMMON /mn/m,n

      fi_v_fi = fi(m,r) * v(r) * fi(n,r)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION psi_v_psi(r)

*     Funkcja do wycalkowania przez funkcje vN

      REAL*8 r
      REAL*8 v, psi
      INTEGER m, n

      COMMON /mn/m,n

      psi_v_psi = psi(m,r) * v(r) * psi(n,r)

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE LoadParams(fin)

*     Procedura wczytuje z pliku dane dla programu

      CHARACTER*20 fin
      CHARACTER*39 dummy
      CHARACTER*8 basis, vol, type
      CHARACTER*16 scheme
      CHARACTER*8 fout
      REAL*8 E, k, kpr, lambda
      REAL*8 v0, a, b
      REAL*8 Eps, Epspr, v_light
      INTEGER l, kappa, Nstart, Nend

      COMMON /basis/basis /lambda/lambda /k/k /kpr/kpr /l/l
/kappa/kappa
      COMMON /scheme/scheme /v_light/v_light /E/E /Eps/Eps
/Epspr/Epspr
      COMMON /steer/fout,Nstart,Nend /potential_type/type /well/v0,a,b

      OPEN(4,FILE=fin)

      READ(4,'(A39)') dummy
      READ(4,'(A39)') dummy
      READ(4,'(A39,D30.20)') dummy, E
      READ(4,'(A39,I2)')     dummy, l
      READ(4,'(A39,I2)')     dummy, kappa
      READ(4,'(A39,D30.20)') dummy, lambda
      READ(4,'(A39,A8)')     dummy, basis
      READ(4,'(A39,A15)')    dummy, scheme
      READ(4,'(A39,A8)')     dummy, vol
      READ(4,'(A39,A8)')     dummy, type
      READ(4,'(A39)')    dummy
      READ(4,'(A39)')    dummy
      READ(4,'(A39)')    dummy
      READ(4,'(A39,A8)') dummy, fout
      READ(4,'(A39,I3)') dummy, Nstart
      READ(4,'(A39,I3)') dummy, Nend
      READ(4,'(A39)') dummy
      READ(4,'(A39)') dummy
      READ(4,'(A39)') dummy
      READ(4,'(A39,D30.20)') dummy, v0
      READ(4,'(A39,D30.20)') dummy, a
      READ(4,'(A39,D30.20)') dummy, b

      CLOSE(4)

      IF (v0 .GE. E)
     & CALL err('setparams: v0 >= E                                   ')

      IF (Nstart.LT.0 .OR. Nstart.GT.Nend)
     & CALL err('setparams: Zle parametry sterujace                   ')

      IF (kappa.NE.l .AND. kappa.NE.-l-1 .AND. scheme.EQ.'relativistic')
     & CALL err('setparams: Nieskorelowane wartosci liczb kwantowych
')

      IF (vol .EQ. 'finite') THEN
        v_light = 137.036
      ELSE
        v_light = 1.0D6
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      ENDIF

      IF (scheme .EQ. 'relativistic') THEN
        k   = sqrt( E * (E + 2 * v_light**2 ) ) / v_light
        kpr = sqrt( (E-v0) * ((E-v0) + 2 * v_light**2 ) ) / v_light
      ELSE
        k   = sqrt( 2 * E )
        kpr = sqrt( 2 * (E-v0) )
      ENDIF

      Eps   = sqrt( E / (E + 2 * v_light**2) )
      Epspr = sqrt( (E-v0) / ((E-v0) + 2 * v_light**2) )

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE SaveParams(fin)

*     Procedura przepisuje do pliku wynikowego uzyte parametry i dane

      CHARACTER*60 dummy
      CHARACTER*20 fin

      WRITE(1,'(A17)') '# J-MATRIX METHOD'
      WRITE(1,'(A17)') '# ---------------'
      WRITE(1,'(A1)') '#'
      OPEN (3,FILE=fin)
      DO i=1,22
        READ (3,'(A60)') dummy
        WRITE(1,'(A2,A60)') '# ',dummy
      ENDDO
      WRITE(1,'(A1)') '#'
      WRITE(1,'(A1)') '#'
      CLOSE(3)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION gegen(n,l,x)

*     Funkcja wylicza wielomiany Gegenbauera C=C(cost) dla argumentu
*     z przedzialu -1 < x < 1

      REAL*8 l, x
      REAL*8 fact, fact1, gamma
      INTEGER n, m

      IF (abs(x) .GT. 1.d0)
     & CALL err ('gegen: Argument spoza zakresu                       ')

      gegen = 0.d0

      IF (l. EQ. int(l) ) THEN

        DO m=0,n
          gegen = gegen + fact1(int(l+m-1),m) * cos((n-2*m)*acos(x))
     &     * fact1(int(l+n-m-1),n-m) / gamma(l)**2
        ENDDO

      ELSE

        DO m=0,n
          gegen = gegen + gamma(l+m) / fact(m) * cos((n-2*m)*acos(x))
     &      * gamma(l+n-m) / fact(n-m) / gamma(l)**2
        ENDDO

      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE err(nerr)

*     Procedura wyswietla nazwe procedury w ktorej wystapil blad,
*     rodzaj bledu oraz wartosci istotnych zmiennych globalnych

      CHARACTER*52 nerr
      CHARACTER*8 basis, type

      CHARACTER*16 scheme
      REAL*8 E, k, kpr, lambda, v0, a, b, Eps, Epspr, v_light
      INTEGER l, kappa

      COMMON /basis/basis /lambda/lambda /k/k /kpr/kpr /l/l
/kappa/kappa
      COMMON /scheme/scheme /v_light/v_light /E/E /Eps/Eps
/Epspr/Epspr
      COMMON /potential_type/type /well/v0,a,b

      WRITE(*,*) 'Blad w procedurze ',nerr
      WRITE(*,*)
      WRITE(*,*) 'Wartosci zmiennych globalnych:'
      WRITE(*,*) 'basis   = ',basis
      WRITE(*,*) 'lambda  = ',lambda
      WRITE(*,*) 'k       = ',k
      WRITE(*,*) 'kpr     = ',kpr
      WRITE(*,*) 'l       = ',l
      WRITE(*,*) 'kappa   = ',kappa
      WRITE(*,*) 'scheme  = ',scheme
      WRITE(*,*) 'v_light = ',v_light
      WRITE(*,*) 'E       = ',E
      WRITE(*,*) 'Eps     = ',Eps
      WRITE(*,*) 'Epspr   = ',Epspr
      WRITE(*,*) 'type    = ',type
      WRITE(*,*) 'v0      = ',v0
      WRITE(*,*) 'a       = ',a
      WRITE(*,*) 'b       = ',b

      STOP
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION fact(n)

*      Funkcja wylicza na podstawie definicji silnie zadanej liczby
*      naturalnej n
*      Funkcja jest typu rzeczywistego, aby powiekszyc zakres jej
dzialania
*      do duzych liczb

      INTEGER n, i

      IF (n.LT.0)
     & CALL err('fact: Ujemny argument funkcji.                       ')
      IF (n.GT.170)
     & CALL err('fact: Zbyt duza wartosc argumentu.                   ')

      fact = 1.d0
      DO i=1,n
        fact = fact * i
      ENDDO

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION fact1(m,n)

*      Funkcja wylicza na podstawie definicji iloraz silni zadanych
*      liczb naturalnych m i n

      INTEGER m, n, i

      IF (n.LT.0 .OR. m.LT.0)
     & CALL err('fact1: Ujemny argument funkcji.                      ')
      IF (abs(n-m).GT.170)
     & CALL err('fact1: Zbyt duza wartosc argumentu.                  ')

      IF (m.GT.n) THEN
        fact1 = 1.d0
        DO i=n+1,m
          fact1 = fact1 * i
        ENDDO
      ELSE
        fact1 = 1.d0
        DO i=m+1,n
          fact1 = fact1 * i
        ENDDO
        fact1 = 1.d0 / fact1
      ENDIF
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      RETURN
      END

************************************************************************

      INCLUDE 'lib/dgamma.inc'

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION gamma(x)

*     Funkcja oblicza wartosc funkcji gamma przy wykorzystaniu
*     procedury bibliotecznej

      REAL*8 x
      REAL*8 dgamma

      gamma = dgamma(x)

      IF (gamma .EQ. 1.D308)
     & CALL err('gamma: Niepoprawny argument                          ')

      RETURN
      END

************************************************************************

      INCLUDE 'lib/rjbesl.inc'

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION bessel(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosci funkcji Bessela pierwszego rodzaju

      REAL*8 v, z, res(100), v_frac
      REAL*8 hyperg01, gamma
      INTEGER nerr, v_int

      v_int  = INT(v)
      v_frac = v - v_int

      IF (v .LT. 0.) THEN

        IF (v .EQ. int(v)) THEN

*          Calkowite ujemne wartosci v - biblioteka i wzor redukcyjny
          CALL rjbesl(z, -v_frac, -v_int+1, res, nerr)
          bessel = (-1)**v * res(-v_int+1)

        ELSE

*          Wzor bezposredni (moze zawodzic dla duzych z i v)
          bessel =
     &     (z/2.d0)**v / gamma(v+1.d0) * hyperg01(v+1.d0,-0.25d0*z**2)

        ENDIF

      ELSE

*        Dodatnie wartosci v
        CALL rjbesl(z, v_frac, v_int+1, res, nerr)
        bessel = res(v_int+1)

      ENDIF

      IF (nerr.LT.0)
     & CALL err('bessel: Nieznany blad w funkcji bibliotecznej        ')

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION bess_prim(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc pochodnej funkcji Bessela

      REAL*8 v, z
      REAL*8 bessel

      bess_prim = 0.5d0 * ( bessel(v-1,z) - bessel(v+1,z) )

      RETURN

      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION sphbess(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc sferycznej funkcji Bessela pierwszego
*     rodzaju

      REAL*8 v, z
      REAL*8 pi
      REAL*8 bessel

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      IF (z .EQ. 0.d0)
     & CALL err('sphbess: Zerowy argument                             ')

      sphbess = sqrt(pi/2.d0/z) * bessel(v+0.5d0,z)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION sphbess_prim(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc pochodnej sferycznej funkcji Bessela

      REAL*8 v, z
      REAL*8 pi
      REAL*8 bessel

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      sphbess_prim = sqrt(pi/8.d0) * z**(-1.5d0) * (
     & z*bessel(-0.5+v,z)-bessel(0.5+v,z)-z*bessel(1.5+v,z) )

      END

************************************************************************

      INCLUDE 'lib/rybesl.inc'

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION neumann(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc funkcji Neumana( funkcji Bessela
*     drugiego rodzaju)

      REAL*8 v, z, res(100)
      REAL*8 pi, v_frac, bessel
      INTEGER v_int, nerr

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      v_int = INT(v)
      v_frac = v - v_int

      IF (v .LT. 0.) THEN

        IF (v .EQ. int(v)) THEN

*          Calkowite ujemne wartosci v - biblioteka i wzor redukcyjny
          CALL rybesl(z, -v_frac, -v_int+1, res, nerr)
          neumann = (-1)**v * res(-v_int+1)

        ELSE

*          Wzor bezposredni
           neumann = 1.d0 / sin(v*pi) * (
     &           bessel(v,z)*cos(v*pi)-bessel(-v,z)   )

        ENDIF

      ELSE

*        Dodatnie wartosci v
         CALL rybesl(z, v_frac, v_int+1, res, nerr)
         neumann = res(v_int+1)

      ENDIF
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      IF (nerr.LT.0)
     & CALL err('neumann: Nieznany blad w funkcji bibliotecznej       ')

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION neum_prim(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc pochodnej funkcji Neumanna

      REAL*8 v, z
      REAL*8 neumann

      neum_prim = 0.5d0 * ( neumann(v-1,z) - neumann(v+1,z) )

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION sphneum(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc sferycznej funkcji Neumanna

      REAL*8 v, z
      REAL*8 pi
      REAL*8 neumann

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      IF (z .EQ. 0.d0)
     & CALL err('sphneum: Zerowy argument                             ')

      sphneum = sqrt(pi/2.d0/z) * neumann(v+0.5d0,z)

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION sphneum_prim(v,z)

*     Funkcja wylicza wartosc pochodnej sferycznej funkcji Neumanna

      REAL*8 v, z
      REAL*8 pi
      REAL*8 neumann

      PARAMETER (pi=3.1415926535897932384626434d0)

      sphneum_prim = sqrt(pi/8.d0) * z**(-1.5d0) * (
     & z*neumann(-0.5+v,z)-neumann(0.5+v,z)-z*neumann(1.5+v,z) )

      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION hyperg11(a,c,z)

*     Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej 1F1(a,c;z)

      REAL*8 a, c, z
      REAL*8 s, d, y

      s = 1.d0
      y = 1.d0
      DO n=1,200
        d = n * ( (c+n-1)**2 )
        y = (a+n-1) * (y/d)
        y = y * (c+n-1)
        y = y * z
        IF (s .EQ. s+y) GOTO 10
        s = s + y
      ENDDO

 10   hyperg11 = s

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION hyperg21(a,b,c,z)

*     Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej 2F1(a,b,c;z)

      REAL*8 a, b, c, z
      REAL*8 s, y

      s = 1.d0
      y = 1.d0
      DO i=0,200
        y=y*(a+i)/(c+i)*(b+i)*z/(i+1)
        IF (s.EQ.s+y ) GOTO 10
        s=s+y
      ENDDO

 10   hyperg21 = s

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION hyperg01(c,z)

*     Funkcja oblicza wartosc funkcji hipergeometrycznej 0F1(a;z)

      REAL*8 c, z
      REAL*8 s, d, y

      s = 1.d0
      y = 1.d0
      DO n=1,200
        d = n * ( (c+n-1)**2 )
        y = y/d
        y = y * (c+n-1)
        y = y * z
        IF (s .EQ. s+y) GOTO 10
        s = s + y
      ENDDO

 10   hyperg01 = s

      RETURN
      END

************************************************************************

      INCLUDE 'lib/dqag.inc'

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION integral(fun,a,b)

*     Funkcja oblicza calke oznaczona z funkcji <fun> w granicach [a,b]
*      30-61 punktowa metoda Gaussa-Kronoda

      REAL*8 abserr, a, b
      REAL*8 ans, epsrel, epsabs
      REAL*8 work(20000)
      INTEGER neval, ierr, last, limit, lenw, key
      INTEGER iwork(5000)

      EXTERNAL fun

*      Przygotowanie zmiennych wymaganych przez procedure
      limit = 5000
      lenw = limit*4
      epsabs = 1.d-18
      epsrel = 1.d-18
      key = 6
*      Wywolanie procedury calkujacej
      CALL dqag(fun, a, b, epsabs, epsrel, key, ans, abserr,
     & neval, ierr ,limit, lenw, last, iwork, work)

      IF (ierr .NE. 0)
     & CALL err('integral: Nieznany blad w procedurze dqag            ')

      integral = ans

      RETURN
      END

************************************************************************
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      REAL*8 FUNCTION integral_inf(fun,a,typ)

*     Funkcja oblicza calke niewlasciwa z funkcji <fun> w granicach
*     [-Inf,Inf], [a,Inf] lub [-Inf,a] w zaleznosci od argumentu <typ>

      REAL*8 abserr, a
      REAL*8 ans, epsabs, epsrel
      REAL*8 work(20000)
      INTEGER typ, neval, ierr, last, limit, lenw
      INTEGER iwork(5000)

      EXTERNAL fun

*      Przygotowanie zmiennych wymaganych przez procedure
      limit = 5000
      lenw = limit*4
      epsabs = 1.d-18
      epsrel = 1.d-18

*      Wywolanie procedury calkujacej
      CALL dqagi(fun, a, typ, epsabs, epsrel, ans, abserr,
     & neval, ierr ,limit, lenw, last, iwork, work)

      IF (ierr .NE. 0)
     & CALL err('integral_inf: Nieznany blad w procedurze dqagi       ')

      integral_inf = ans

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION k_delta(a,b)

*     Funkcja zwraca wartosc funkcji delta Kroneckera dla argumentow
a,b

      INTEGER a, b

      IF ( a .EQ. b ) THEN
        k_delta = 1.d0
      ELSE
        k_delta = 0.d0
      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

      REAL*8 FUNCTION laguerre(n,a,x)

*     Funkcja wylicza wartosci stowarzyszonych wielomianow Laguerre'a

      INTEGER n
      REAL*8 a, x, n_
      REAL*8 gamma, fact, hyperg11, fact1

      n_ = dble(n)

      IF (a .EQ. int(a)) THEN
        laguerre = fact1(int(n+a),n)/gamma(a+1)*hyperg11(-n_,a+1,x)
      ELSE
        laguerre = gamma(n+a+1)/fact(n)/gamma(a+1)*hyperg11(-
n_,a+1,x)
      ENDIF

      RETURN
      END

************************************************************************

       INCLUDE 'lib/rsm.inc'

************************************************************************

      SUBROUTINE multiply(n,A,B,M)

*     Procedura mnozy dwie macierze kwadratowe A i B o wymiarach nxn
*     Wynik => macierz M=A*B (nxn)

      INTEGER n, i, j, k
      REAL*8 sum
      REAL*8 A(n,n), B(n,n), M(n,n)

      DO i=1,n
        DO k=1,n
          sum = 0.d0
          DO j=1,n-1
            sum = ( A(i,j) * B(j,k) ) + sum
          ENDDO
          sum = ( A(i,n) * B(n,k)) + sum
          M(i,k) = sum
        ENDDO
      ENDDO

      RETURN
      END

************************************************************************

      SUBROUTINE transpose(n,A,T)

*     Procedura transponuje macierz kwadratowa A o wymiarze nxn
*     Wynik => macierz T (nxn)

      INTEGER n, i, j
      REAL*8 A(n,n), T(n,n)

      DO i=1,n
        DO j=1,n
          T(i,j) = A(j,i)
        ENDDO
      ENDDO

      END

************************************************************************

      SUBROUTINE eigensys(n,A,val,vec)

*     Procedura znajduje wektory wlasne i wartosci wlasne rzeczywistej
*     i symetrycznej macierzy A o wymiarze nxn metoda ql i odwrotnej
iteracji

      REAL*8 A(n,n), val(n), vec(n,n)
      REAL*8 fwork(2400)
      INTEGER nerr, n, i, j
      INTEGER iwork(300)

*      Test symetrycznosci macierzy
      DO i=1,n
        DO j=1,i
          IF (A(i,j) .NE. A(j,i))
     & CALL err('eigensys: Niesymetryczna macierz                     ')
        ENDDO
      ENDDO

      CALL rsm(n, n, A, val, n, vec, fwork, iwork, nerr)

      IF (nerr. NE. 0)
     & CALL err ('eigensys: Nieokreslony blad w procedurze rsm        ')

      RETURN
      END
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D.2 Mathematica 3.0

Metoda J macierzy wersja relatywistyczna

Dane wejsciowe
basis: "laguerre" wybór bazy

l: 0 orbitalna liczba kwantowa

: 1 liczba kwantowa

: 1.0 parametr skalujacy

vlight: 137.036 predkosc swiatla
: 2.5 energia kinetyczna elektronu

:
2vlight2

k:
2vlight2

vlight
liczba falowa

Ntrunc: 3 parametr obciecia potencjalu

V0: 1.5 glebokosc studni potencjalu

a: 1.0 lewa krawedz studni potencjalu

b: 1.5 prawa krawedz studni potencjalu

Funkcje bazowe
n_,r_ : If basis "laguerre",

r l 1Exp
r
2

LaguerreL n,2l 1, r ,

r l 1Exp
2r2

2
LaguerreL n,l

1
2
, 2r2

n_,r_ : If basis "laguerre",

r
n,r

Exp
r
2

l 1 l 1 rl LaguerreL n,2l 1, r r l 1

2
LaguerreL n, 2l 1, r

r l 1 LaguerreL n,2l 2, r LaguerreL n,2l 1, r ,

r
n,r

Exp
2r2

2
l 1 l 1 rl LaguerreL n,l

1
2
, 2r2 r l 1 2rLaguerreL n,l

1
2
, 2r2

r l 1 LaguerreL n,l
3
2
, 2r2 LaguerreL n,l

1
2
, 2r2

Wspólczynniki rozwiniec rozwiazan typu sinus i kosinus

sint:
k

k2
2

1
4

; cost:
k2
2

1
4

k2
2

1
4

; sin2t2:
2

4k2 2
; :

k
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s n_ : If basis "laguerre",

2lGamma l 1 n sintl 1

Gamma n 2l 2
GegenbauerC n, l 1,cost ,

2 n 1 n

Gamma n l 3
2

Exp
2

2
l 1LaguerreL n,l

1
2
, 2

c n_ : If basis "laguerre",

2lGamma l 1
2

n

Gamma n 2l 2 sintl
Hypergeometric2F1 n 2l 1, n 1,

1
2

l, sin2t2 ,

2 Gamma l 1
2

1 nn

Gamma n l 3
2

Exp
2

2
l Hypergeometric1F1 n l

1
2
,
1
2

l, 2

Elementy J macierzy
Funkcja delta Kroneckera
a_, b_ : If a b,1.0,0.0

fifi n_, m_ : If basis "laguerre",
Gamma n 2l 2

n
2 n l 1 m,n n m,n 1 n 2l 2 m,n 1 ,

Gamma n l 3
2

2n
m,n

psipsi n_, m_ : If basis "laguerre",
Gamma n 2l 2

4n
2 n l 1 2 1 m,n n m,n 1 n 2l 2 m, n 1 ,

2Gamma n l 3
2

2n
2n l

3
2

m,n n m,n 1 n l
3
2

m,n 1

Nierelatywistyczna J macierz

Jm n_, m_ :
1
2
psipsi n, m

k2

2
fifi n, m

Jm1 n_, m_ : fifi Ntrunc n 1, Ntrunc m 1

Jm2 n_, m_ : vlightpsipsi Ntrunc n 1, m

Jm3 n_, m_ : 2vlight
2 psipsi n, m

J1 Array Jm1, Ntrunc, Ntrunc ,0 ;

J2 Array Jm2, Ntrunc, Ntrunc ,0 ;

J3 Array Jm3, Ntrunc, Ntrunc ,0 ;

J4 Transpose Array Jm2, Ntrunc, Ntrunc ,0 ;
LinearAlgebrà MatrixManipulatioǹ

Jup AppendRows J1, J2 ;
Jdown AppendRows J4, J3 ;

Relatywistyczna J macierz
J AppendColumns Jup, Jdown ; MatrixForm J
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-45.       15.        0.         0.         205.554    616.662

15.        -20.       5.         68.518     274.072    205.554

0.         5.         -5.        68.518     68.518     0.

0.         68.518     68.518     -18780.1   -18780.1   0.

205.554    274.072    68.518     -18780.1   -75120.5   -56340.3

616.662    205.554    0.         0.         -56340.3   -169021.

Potencjal
Potencjal rozpraszajacy

V r_ : If r b && r a,0.0, V0
Potencjal obciety

Vtrunc n_, m_ : If n Ntrunc m Ntrunc,

If n Ntrunc && m Ntrunc,Integrate n Ntrunc, r V r m Ntrunc,r , r,a, b ,0 ,

Integrate Ntrunc n 1,r V r Ntrunc m 1,r , r,a, b
VN Array Vtrunc, 2Ntrunc,2Ntrunc ,0 ; MatrixForm VN

-0.0209252    -0.016689     -0.00648953   0             0             0

-0.016689     -0.187646     -0.245222     0             0             0

-0.00648953   -0.245222     -0.332555     0             0             0

0             0             0             -0.0831388    -0.227583     -0.290511

0             0             0             -0.227583     -0.624689     -0.801628

0             0             0             -0.290511     -0.801628     -1.03905

A J VN; MatrixForm A

-45.0209      14.9833       -0.00648953   0.            205.554       616.662

14.9833       -20.1876      4.75478       68.518        274.072       205.554

-0.00648953   4.75478       -5.33256      68.518        68.518        0.

0.            68.518        68.518        -18780.2      -18780.3      -0.290511

205.554       274.072       68.518        -18780.3      -75121.1      -56341.1

616.662       205.554       0.            -0.290511     -56341.1      -169022.

Diagonalizacja macierzy A
Eigenvectors A ;
Transpose ;

Adiag .A. ;
gm n_, m_ : Sum n,j m,j Adiag j,j , j,1, 2 Ntrunc
g Array gm, 2Ntrunc,2Ntrunc ;

Obliczenie przesuniecia fazowego
gN g 1,1 ;

JN Jm Ntrunc, Ntrunc 1 ;

tmp
2 vlight

k
;

Pierwszy wzór

tan N
s Ntrunc 1 tmpgNJNs Ntrunc
c Ntrunc 1 tmpgNJNc Ntrunc

;
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N ArcTan tan N

0.131831

gN g 1,2Ntrunc ;

tmp 2vlight;
Drugi wzór

tan N
s Ntrunc 1 tmpgNJNs Ntrunc
c Ntrunc 1 tmpgNJNc Ntrunc

;

N ArcTan tan N

0.131852

Obliczenia za pomoca wzoru analitycznego
Sferyczne funkcje Bessela i Neumanna

j v_,z_ :
2z

BesselJ v
1
2
,z

n v_,z_ :
2z

BesselY v
1
2
,z

prim :
V0

V0 2vlight2

kprim :
V0 V0 2vlight2

vlight
X r_,k_, _ : If 0, j l,kr , n l,kr , j l 1,kr , n l 1,kr ,

j l,kr , n l,kr , j l 1,kr , n l 1,kr

Y r_,k_, _ : If 0, n l 1,kr ,n l,kr , j l 1,kr ,j l, kr ,

n l 1,kr ,n l,kr , j l 1,kr ,j l,kr

Y1 Y b,k, ;
X1 X b,kprim, prim ;
Y2 Y a,kprim, prim ;
X2 X a,k, ;
il Y1.X1.Y2.X2. 1,0 ;

Obliczenie przesuniecia fazowego
tan acc il 2 il 1 ;

acc ArcTan tan acc

0.108927
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