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RozdziaÃl 1

Wsteιp

Celem podreιcznika, który oddajemy do raιk studentów jest uÃlatwienie studiowa-
nia mechaniki kwantowej. WykÃlady z mechaniki kwantowej na Fizyce Technicznej
trwajaι przez jeden semestr i zajmujaι trzy godziny tygodniowo. Ten wÃlaśnie materiaÃl
zawarty w skrypcie należy potraktować jako wsteιp do studiowania bardziej zaawan-
sowanych podreιczników, których spis znajduje sieι na końcu.
Ponieważ naszym celem jest osiaιgnieιcie dużej jasności poszczególnych wywodów,
czeιsto używamy w trakcie dodatkowych wyjaśnień. Wtedy dowód przerywany jest

na znaku
. . ., a nasteιpnie od tego znaku kontynuowany.

Naszym zadaniem saι dwa skrajne sposoby podej́scia do studiowania mechaniki kwan-
towej, a jest to dziedzina dość zaskakujaιca i ciaιgle wprawiajaιca w zdumienie i
fascynacjeι wielu studentów. Pierwszy sposób to próba zrozumienia wszystkiego
od podstaw. Nie polecamy tej metody, a za poparcie niech nam posÃlużaι sÃlowa jed-
nego z twórców mechaniki kwantowej, laureata nagrody Nobla Murraya Gell-Manna
,,WspóÃlczesnaι fizykaι rzaιdzi imponujaιca i baÃlamutna dziedzina, zwana mechanikaι

kwantowaι, któraι wynaleziono pieιćdziesiaιt lat temu. PrzetrwaÃla ona wzystkie próby i
przypuszczamy, że jest ona koncepcjaι prawidÃlowaι. Nikt jej nie rozumie, ale wszyscy
wiedzaι, jak jaι stosować i jak odnosić do wszystkich zagadnień. Nauczylísmy sieι wieιc
żyć ze świadomościaι faktu, że nikt jej nie rozumie.”
Drugi sposób, praktyczny, polega na szczegóÃlowym rozpracowaniu poszczególnych
zagadnień w ramach przyjeιtych aksjomatów. Temu drugiemu podej́sciu ma sÃlużyć
napisany przez nas skrypt.
Chcielibyśmy goraιco podzieιkować prof. R. Szmytkowskiemu,
dr. inż. R. Signerskiemu oraz dr. inż. M. Krośnickiemu, dr inż. M. Gruchowskiemu,
mgr inż. V. Konopińskiej i mgr inż. P. Kowalczykowi za przeczytanie manuskryptu
oraz za cenne uwagi i dyskusje przed oddaniem tekstu do wydawnictwa.

Józef E. Sienkiewicz
SÃlawomir Telega
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RozdziaÃl 2

Podstawy matematyczne

2.1 Przestrzeń Hilberta

Definicja Ciaιg wektorów ϕ1, ϕ2, . . . należaιcy do danej przestrzeni wektorowej Ω nazy-
wamy podstawowym (speÃlniajaιcym warunek Cauchy’ego) ze wzgleιdu na normeι,
jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje liczba naturalna N , taka że

||ϕm − ϕn|| < ε (2.1.1)

dla wszystkich m,n > N .
Definicja Przestrzeń wektorowaι nazywamy zupeÃlnaι ze wzgleιdu na normeι, jeżeli
każdy ciaιg podstawowy wektorów ϕ1, ϕ2, . . . tej przestrzeni ma graniceι należaιcaι

do tej przestrzeni, a wieιc jeżeli istnieje wektor ϕ należaιcy do tej przestrzeni, taki że

lim
n→∞ ||ϕn − ϕ|| = 0. (2.1.2)

Definicja Abstrakcyjnaι przestrzeniaι Hilberta H nazywamy przestrzeń wektorowaι, w
której

1o zdefiniowany jest iloczyn skalarny 〈ϕ|ψ〉 ∈ C (ϕ, ψ ∈ H) speÃlniajaιcy poniższe
warunki:

〈aϕ|ψ〉 = a∗〈ϕ|ψ〉, a ∈ C (2.1.3)

〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗ (2.1.4)

〈(ϕ1 + ϕ2)|ψ〉 = 〈ϕ1|ψ〉+ 〈ϕ2|ψ〉 (2.1.5)

〈ϕ|ϕ〉 ≥ 0 (2.1.6)

2o zdefiniowana jest norma jako

||ϕ|| =
√
〈ϕ|ϕ〉 (2.1.7)

7



8 ROZDZIAÃL 2. PODSTAWY MATEMATYCZNE

3o zachodzi zupeÃlność ze wzgleιdu na określonaι w niej normeι.

Każdy element przestrzeni Hilberta da sieι zapisać jako skończona lub nieskończona
kombinacja liniowa wektorów bazy

Ψ =
∑

i

aiϕi, (2.1.8)

gdzie {ϕi}i=1,2,... jest ukÃladem ortonormalnym, tzn. dla dowolnych i oraz j

〈ϕi|ϕj〉 = δij, (2.1.9)

gdzie δij oznacza delteι Kroneckera. Taki ukÃlad bazowy nazywa sieι zupeÃlny. Pomnożymy
wzór (2.1.8) lewostronnie skalarnie przez ϕn ,

〈ϕn|Ψ〉 = 〈ϕn|
∑

i

aiϕi〉,

〈ϕn|
∑

i

aiϕi〉 =
∑

i

ai〈ϕn|ϕi〉 =
∑

i

aiδni = an ⇒

⇒ ai = 〈ϕi|Ψ〉. (2.1.10)

Ważnym dla nas przykÃladem przestrzeni Hilberta jest przestrzeń oznaczana jako L2.
Jej elementami saι funkcje, które saι caÃlkowalne z kwadratem moduÃlu, tzn. np. w
przypadku jednowymiarowym:

∫ +∞

−∞
|ϕ(x)|2 dx < ∞. (2.1.11)

Iloczyn skalarny w przestrzeni L2, speÃlniajaιcy wymienione wyżej aksjomaty, dany
jest wzorem:

〈ψ|ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
ψ∗(x)ϕ(x) dx. (2.1.12)

2.2 Operatory hermitowskie

Definicja Operatorem sprzeιżonym hermitowsko do danego operatora Â jest taki ope-

rator B̂, który dla elementów ψ, ϕ z dziedziny operatorów Â i B̂ speÃlnia nasteιpujaιcaι

zależność:
〈ψ|Âϕ〉 = 〈B̂ψ|ϕ〉. (2.2.1)

Ostatnia zależność w przestrzeni L2 ma postać:

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)Âϕ(x) dx =

∫ +∞

−∞
(B̂ψ(x))∗ϕ(x) dx. (2.2.2)

Fakt, że B̂ jest sprzeιżony hermitowsko do Â zapisujemy Â+ = B̂.
Definicja Operatorem hermitowskim nazywamy operator, który jest samosprzeιżony,
tzn.

Â+ = Â, (2.2.3)
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przy czym zakÃladamy, że dziedziny operatorów Â i Â+ saι takie same.
Dla operatora hermitowskiego

〈ϕ|Âψ〉 = 〈Âϕ|ψ〉. (2.2.4)

W mechanice kwantowej używamy operatorów, które saι:
1o liniowe, tzn.

Â(aψ1 + bψ2) = aÂψ1 + bÂψ2 (2.2.5)

dla dowolnych funkcji ψ1, ψ2 ∈ H, przy czym staÃle a i b saι liczbami zespolonymi.
2o hermitowskie czyli samosprzeιżone.
PrzykÃlad

Udowodnić, że operator p̂x = −ih̄ ∂
∂x

jest operatorem hermitowskim na dziedzinie
funkcji które znikajaι dla x → ±∞.
Rozwiaιzanie
Musimy udowodnić, że

〈ϕ|p̂xψ〉 = 〈p̂xϕ|ψ〉
Mamy

〈ϕ|p̂xψ〉 =
∫ +∞

−∞
ϕ∗(x)p̂xψ(x) dx = −ih̄ϕ∗(x)ψ(x)|+∞−∞+

+ih̄
∫ +∞

−∞

(
∂

∂x
ϕ∗(x)

)
ψ(x) dx = ih̄

∫ +∞

−∞

(
∂

∂x
ϕ(x)

)∗
ψ(x) dx =

=
∫ +∞

−∞

(
−ih̄

∂

∂x
ϕ(x)

)∗
ψ(x) dx =

∫ +∞

−∞
(p̂xϕ(x))∗ψ(x) dx =

= 〈p̂xϕ|ψ〉.
Teraz zajmiemy sieι wÃlasnościami operatorów sprzeιżonych. ÃLatwo jest pokazać, że

(Â + B̂)+ = Â+ + B̂+. (2.2.6)

Drugi ze wzorów jest nasteιpujaιcy

(ÂB̂)+ = B̂+Â+. (2.2.7)

Przeprowadźmy dowód. Korzystajaιc z definicji sprzeιżenia operatorów, możemy
napisać

〈Ψ|ĈΦ〉 = 〈Ĉ+Ψ|Φ〉.
Niech Ĉ = ÂB̂. Wówczas

〈Ψ|ÂB̂Φ〉 = 〈(ÂB̂)+Ψ|Φ〉.

PrzeksztaÃlćmy lewaι stroneι powyższego równania, korzystajaιc z definicji operatorów
sprzeιżonych

〈Ψ|ÂB̂Φ〉 = 〈Â+Ψ|B̂Φ〉 = 〈B̂+Â+Ψ|Φ〉.
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To powinno być równe prawej stronie

L = P ⇒ 〈B̂+Â+Ψ|Φ〉 = 〈(ÂB̂)+Ψ|Φ〉 ⇒ (ÂB̂)+ = B̂+Â+, c.n.w.

W przypadku operatorów hermitowskich wiemy, że Â = Â+ i B̂ = B̂+, czyli

(ÂB̂)+ = B̂Â.

Niech teraz B̂ = Â, staιd

(ÂÂ)+ = (Â2)+ = Â2,

czyli kwadrat operatora Hermitowskiego jest też operatorem Hermitowskim.
Rozważmy funkcjeι f(x) ∈ L2 beιdaιcaι nadto funkcjaι rzeczywistaι, to znaczy, że
f(x) = f ∗(x). Zdefinujmy operator F̂

F̂ψ(x) = f(x)ψ(x), ψ(x) ∈ L2.

Wykażemy, że F̂ jest operatorem hermitowskim, czyli, że

F̂+ = F̂ .

Musimy wykazać, że zachodzi poniższa równość

〈ψ|F̂ϕ〉 = 〈F̂ψ|ϕ〉.

Zacznijmy od lewej strony

〈ψ|F̂ϕ〉 =
∫ +∞

−∞
ψ∗(x)F̂ϕ(x) dx =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x)f(x)ϕ(x) dx =

=
∫ +∞

−∞
(f(x)ψ(x))∗ϕ(x) dx = 〈F̂ψ|ϕ〉 c.n.w.

Zajmijmy sieι teraz wÃlasnościami operatorów hermitowskich. W wyniku dziaÃlania
operatora Â na jakaίs funkcjeι dostajemy innaι funkcjeι

Âϕ = ψ, ϕ, ψ ∈ H. (2.2.8)

Czasami może sieι zdarzyć, że

Âϕ = aϕ, ϕ ≡/ 0, (2.2.9)

gdzie a jest liczbaι.
Jest to tak zwane równanie wÃlasne operatora Â, przy czym a jest wartościaι wÃlasnaι,
a ϕ jest odpowiadajaιcaι jej funkcjaι wÃlasnaι.
Twierdzenie 1 Wartości wÃlasne operatorów hermitowskich saι rzeczywiste.
Dowód Weźmy operator hermitowski Â = Â+ i odpowiadajaιce mu równanie wÃlasne

Âϕ = aϕ.
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Chcemy wykazać, że a = a∗.
Ponieważ operator Â jest hermitowski, wolno nam napisać, że

〈ϕ|Âϕ〉 = 〈Âϕ|ϕ〉.
PrzeksztaÃlćmy najpierw lewaι stroneι powyższej równości

L = 〈ϕ|Âϕ〉 = 〈ϕ|aϕ〉 = a〈ϕ|ϕ〉.
Teraz zajmijmy sieι prawaι stronaι

P = 〈Âϕ|ϕ〉 = 〈aϕ|ϕ〉 = a∗〈ϕ|ϕ〉.
Ponieważ lewa strona musi równać sieι prawej staιd mamy, że

L = P ⇒ a〈ϕ|ϕ〉 = a∗〈ϕ|ϕ〉 ⇒ a = a∗, c.n.w.

Twierdzenie 2 Funkcje wÃlasne operatora hermitowskiego należaιce do różnych wartości
wÃlasnych saι do siebie wzajemnie ortogonalne.
Dowód Weżmy operator hermitowski Â = Â+. Zapiszmy równania wÃlasne tego
operatora dla dwóch różnych wartości wartości wÃlasnych

Âϕl = alϕl,

Âϕn = anϕn.

Musimy wykazać, że
〈ϕl|ϕn〉 = 0.

Wyjdźmy z definicji hermitowskości operatora Â

〈ϕl|Âϕn〉 = 〈Âϕl|ϕn〉.
PrzeksztaÃlćmy lewaι stroneι

L = 〈ϕl|Âϕn〉 = 〈ϕl|anϕn〉 = an〈ϕl|ϕn〉,
a teraz prawaι stroneι

P = 〈Âϕl|ϕn〉 = 〈alϕl|ϕn〉 = a∗l 〈ϕl|ϕn〉.
Ponieważ, jak to wcześniej wykazalísmy, wartości wÃlasne operatora hermitowskiego,
saι rzeczywiste, to

P = al〈ϕl|ϕn〉.
Przyrównujaιc do siebie obie strony mamy

L = P ⇒ an〈ϕl|ϕn〉 = al〈ϕl|ϕn〉.
Przenoszaιc wszystko na lewaι stroneι otrzymujemy

(an − al)〈ϕl|ϕn〉 = 0.

Z zaÃlożenia wiemy, że an 6= al, skaιd

〈ϕl|ϕn〉 = 0, c.n.w.
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2.3 Komutatory

Definicja Komutatorem dwóch operatorów Â i B̂ nazywamy operator:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (2.3.1)

W ogólności
[Â, B̂] 6= 0. (2.3.2)

Gdy
[Â, B̂] = 0, (2.3.3)

czyli
ÂB̂ = B̂Â. (2.3.4)

to mówimy, że operatory Â i B̂ komutujaι ze sobaι (saι przemienne).
Wprowadźmy pojeιcie średniego odchylenia standardowego zdefiniowane dla pewnej
wartości a jako

∆a =

√〈
(a− 〈a〉)2

〉
. (2.5)

Jeżeli [Â, B̂] = 0 , to wtedy obserwable zwiaιzane z tymi operatorami saι zgodne.
Na przykÃlad:

[x̂, p̂y] = 0 ⇒ ∆x∆py ∼ 0.

Jeżeli [Â, B̂] 6= 0 , to mamy na przykÃlad:

[x̂, p̂x] = ih̄ ⇒ ∆x∆px ≥ h̄

2
.

PrzykÃlad Obliczyć komutator
[x̂, p̂x].

Rozwiaιzanie:

p̂x = −ih̄
∂

∂x

x̂ = x

[x̂, p̂x]ϕ(x) = (x̂p̂x − p̂xx̂)ϕ(x) = x̂p̂xϕ(x)− p̂xx̂ϕ(x) = x(−ih̄
∂

∂x
ϕ(x))

+ih̄
∂

∂x
(xϕ(x)) = −ih̄x

∂

∂x
ϕ(x) + ih̄ϕ(x) + ih̄x

∂

∂x
ϕ(x) = ih̄ϕ(x) ⇒

⇒ [x̂, p̂x] = ih̄.

Twierdzenie Jeżeli operatory Â i B̂ komutujaι ze sobaι to istniejaι funkcje, które
saι jednoczesnymi funkcjami wÃlasnymi obu operatorów (w przypadku degeneracji
nie każda funkcja wÃlasna operatora B̂ jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Â !).
Dowód (sÃluszny w przypadku, gdy a jest niezdegenerowanaι wartościaι wÃlasnaι) Z
zaÃlożenia mamy:

ÂB̂ = B̂Â

Âϕ = aϕ.
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ZadziaÃlajmy na obie strony powyższego równania lewostronnie operatorem B̂.

B̂Âϕ = B̂aϕ

Â(B̂ϕ) = a(B̂ϕ) ⇒
⇒ B̂ϕ = bϕ, a, b ∈ C c.n.w.

Ostatnie przej́scie polega na zauważeniu, że B̂ϕ jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Â
przy tej samej wartości wÃlasnej a, co w przypadku funkcji wÃlasnej ϕ. Staιd wniosek,
że B̂ϕ i ϕ mogaι jedynie różnić sieι o pewien czynnik liczbowy. W przestrzeni Hilberta
oznacza to, że B̂ϕ i ϕ posiadajaι ten sam ,,kierunek”, choć mogaι mieć różne dÃlugości.
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RozdziaÃl 3

Stara teoria kwantów

3.1 Wzór Plancka

Zdefiniujmy ciaÃlo doskonale czarne jako ciaÃlo pochÃlaniajaιce caÃle padajaιce na nie
promieniowanie. Fizycznaι realizacjaι ciaÃla doskonale czarnego jest zamknieιte nie-
przezroczyste pudeÃlko z maÃlym otworkiem, beιdaιce osÃlonaι dla promieniowania. Jeżeli
promieniowanie wewnaιtrz pudeÃlka jest w równowadze to jest to promieniowanie ciaÃla
doskonale czarnego. Geιstość energii u wypromieniowanej w jednostce czasu przez
ciaÃlo doskonale czarne określona jest prawem Stefana-Boltzmana

u = σT 4, (3.1.1)

przy czym T oznacza temperatureι bezwzgleιdnaι ciaÃla, a σ jest pewnaι staÃlaι. Z
doświadczenia wiadomo, że geιstość energii wypromieniowanej w jednostce czasu
w przedziale czeιstości od ν do ν +dν jest proporcjonalna do dν i zależy od czeιstości
i od temperatury promieniowania, a zatem można zapisać jaι w postaci

u(ν, T )dν. (3.2)

Wysteιpujaιca w powyższym wzorze funkcja u(ν, T ) nosi nazweι funkcji rozk Ãladu. Pier-
wszym wzorem otrzymanym w oparciu o klasycznaι elektrodynamikeι i klasycznaι

fizykeι statystycznaι byÃl wzór Rayleigha-Jeansa

u(ν, T ) =
8πν2

c3
kT, (3.1.3)

gdzie ν oznacza czeιstość promieniowania, c oznacza preιdkość światÃla, a k to staÃla
Boltzmana. Jednak wzór ten nie jest prawdziwy gdyż dla dużych czeιstości mamy
tak zwanaι katastrofeι w nadfiolecie(ν →∞⇒ u →∞).
Osobaι która rozwiaιzaÃla ten problem byÃl Max Planck (Max Planck, ,,Berliner Be-
richte”, Dezember 14, 1900) wprowadzajaιc pojeιcie kwantu energii. Wtedy to po raz
pierwszy pojawiÃlo sieι określenie kwant, czyli porcja, keιs. W swoich rozważaniach
Planck przyjaιÃl dziwnaι na owe czasy hipotezeι, że energia może być pochÃlaniana i
wysyÃlana tylko w sposób nieciaιgÃly, w kwantach wielkości hν, gdzie h jest staÃlaι zwanaι

dzís staÃlaι Plancka. Niemniej jednak uważaÃl on, że pole elektromagnetyczne jest

15



16 ROZDZIAÃL 3. STARA TEORIA KWANTÓW

ciaιgÃle i że przepÃlyw energii przez pole odbywa sieι w sposób ciaιgÃly. Zaproponowany
przez niego wzór na geιstość energii promieniowania jest postaci

u(ν, T ) =
8πν2

c3

hν

e
hν
kT − 1

. (3.1.4)

Dla maÃlych czeιstości można wykazać, korzystajaιc z rozwinieιcia w szereg funkcji
ex, że wzór Plancka przechodzi we wzór Rayleigha-Jeansa. Na poniższym wykre-
sie widać katastrofeι w nadfiolecie wzoru Rayleigha-Jeansa (krzywa R--J), oraz dwie
krzywe odpowiadajaιce wzorowi Plancka dla dwóch różnych temperatur T1 i T2, przy
czym T1 < T2.

6

-

u(ν, T )

ν

T2

T1

R− J

Rys. 1 Promienowanie ciaÃla doskonale czarnego.

3.2 Wzór Einsteina

W roku 1888 Hertz odkryÃl zjawisko fotoelektryczne. Polega ono na wybijaniu elek-
tronów z metalu przez promieniowanie. Nieco później Lenard na drodze doświad-
czenia wykazaÃl, że liczba fotoelektronów (elektronów wybijanych z metalu przez
światÃlo) jest proporcjonalna do nateιżenia światÃla, i że maksymalna preιdkość fo-
toelektronów (a wieιc i energia) nie zależy od nateιżenia padajaιcego światÃla, a tylko
od jego czeιstości. Drugi z powyższych faktów byÃl niemożliwy do wykazania meto-
dami klasycznymi, a także przy pomocy hipotezy Plancka. Powyższy problem zostaÃl
rozwiaιzany w 1905 roku przez Alberta Einsteina (Albert Einstein, ,,Annalen der
Physik” 17, 132 (1905)), który zapostulowaÃl, że przenoszenie energii w polu elek-
tromagnetycznym również jest nieciaιgÃle i odbywa sieι w porcjach zwanych fotonami
(kwantami świetlnymi). Einstein zaÃlożyÃl, że foton, padajaιc na powierzchnieι meta-
lu, zderza sieι z jednym z elektronów, przekazujaιc mu caÃla swojaι energieι. Dzieιki
uzyskanej energii elektron jest w stanie uwolnić sieι z metalu (czyli wykonać praceι
wyj́scia W ) i otrzymać pewnaι preιdkość. Progowaι energiaι jest energia równa pracy
wyj́scia, która pozwala na uwolnienie elektronu z metalu bez nadania mu preιdkości.
Proces ten opisywany jest wzorem Einsteina

hν =
mv2

2
+ W, (3.2.1)
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gdzie m oznacza maseι elektronu, a v jego preιdkość.

3.3 Zjawisko Comptona

Zjawiskiem Comptona nazywamy rozpraszanie promieniowania elektromagnetycz-
nego (fotonów) na swobodnych (lub sÃlabo zwiaιzanych) elektronach. W roku 1921
Arthur Compton zaobserwowaÃl, że w promieniowaniu rozproszonym oprócz oczeki-
wanego promieniowania o niezmienionej dÃlugości fali wysteιpuje też czeιść o zmienionej
dÃlugości fali. W swoich rozważaniach Compton potraktowaÃl to zjawisko jako zderze-
nie czaιstki (fotonu) z elektronem, przyjmujaιc, że oprócz zasady zachowania
energii speÃlniona jest również zasada zachowania peιdu, i że fotonowi przypisany jest
peιd, którego wartość bezwzgleιdna wynosi

p =
E

c
=

hν

c
. (3.3.1)

Zmianeι dÃlugości fali można opisać wzorem (niezależnym od materiaÃlu tarczy)

∆Λ = ΛC(1− cos ϑ) (3.3.2)

gdzie ΛC oznacza tzw. comptonowskaι dÃlugość fali i wynosi 0, 024 Angstrema, nato-
miast ϑ oznacza kaιt rozpraszania. Ważnym faktem jest to, że wartość ∆Λ nie zależy
od pierwotnej dÃlugości fali promieniowania.

3.4 Atom Bohra

Jakkolwiek obecnie stosuje sieι kwantowe podej́scie oparte na równaniach Schrödin-
gera lub Diraca, to model atomu Nielsa Bohra byÃl pierwszym modelem atomu
(lub jonu) jednoelektronowego, który w miareι satysfakcjonujaιcy sposób tÃlumaczyÃl
budoweι atomu. W swojej pracy Bohr wyszedÃl z planetarnego modelu atomu Ruther-
forda, w którym elektron kraιżyÃl po koÃlowej lub eliptycznej orbicie wokóÃl cieιżkiego
jaιdra, jednak zaproponowaÃl kilka bardzo dziwnych jak na owe czasy postulatów.
Cytujaιc za Cooperem [Leon N. Cooper, Istota i struktura fizyki, PWN, Warszawa
1975, str. 519] ,,w wygÃlaszaniu stwierdzeń sprzecznych z elektrodynamikaι Maxwella
i mechanikaι Newtona kryÃla sieι pewna zarozumiaÃlość, ale Bohr byÃl mÃlody”. Zacytu-
jmy te postulaty.
1) W atomie wodoru elektron kraιży wokóÃl jaιdra ruchem koÃlowym spowodowanym
siÃla coulombowskaι zgodnie z prawami ruch Newtona.
2) Dozwolone saι jedynie te orbity, dla których moment peιdu L jest caÃlkowitaι

wielokrotnościaι h̄ = h
2π

L = nh̄, n = 1, 2, 3, . . .

3) Elektron kraιżaιcy po dozwolonej orbicie, w niezgodzie z elektrodynamikaι klasycznaι,
nie promieniuje energii.
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4) Elektron przy przej́sciu z orbity o wyższej energi Ea na orbiteι o niższej energii
Eb emituje foton o energii

Ea→b = hνa→b = Ea − Eb. (3.4.1)

Energia elektronu znajdujaιcego sieι na n-tej orbicie wynosi

En =
mv2

n

2
− Ze2

rn

= −RZ2

n2
, (3.4.2)

przy czym vn oznacza preιdkość elektronu na n-tej orbicie, rn jej promień, natomiast
R oznacza staÃlaι Rydberga

R =
me4

2h̄2 ≈ 13, 6 eV. (3.4.3)

3.5 Postulat Sommerfelda-Wilsona

Model atomu Bohra zostaÃl uogólniony na przypadek torów eliptycznych przez urod-
zonego w Królewcu Arnolda Sommerfelda. ZamieniÃl on warunek kwantowy Bohra
L = nh̄ na bardziej ogólny zwany dzís warunkiem kwantowym Sommerfelda-Wilsona.
ZaÃlóżmy, że mamy ukÃlad o f stopniach swobody opisywany przez wspóÃlrzeιdne
uogólnione q1, q2, . . . , qf i peιdy uogólnione p1, p2, . . . , pf . Sommerfeld zapostulowaÃl,
że dla każdego stopnia swobody na torze stacjonarnym

∮
pl dql = nh, l = 1, . . . , f (3.5.1)

przy czym n jest liczbaι caÃlkowitaι, a symbol
∮

oznacza caÃlkeι po konturze zamknieιtym
(tu po orbicie).
Wykażemy, że w przypadku orbity koÃlowej warunek kwantowy Sommerfelda-Wilsona
przechdzi w warunek kwantowy Bohra. Wiemy, że energia ukÃladu dana jest wzorem

E =
mv2

2
− Ze2

r
(3.5.2)

Preιdkość punktu poruszajaιcego sieι po okreιgu o promieniu r dana jest wzorem

v = rϕ̇, (3.5.3)

przy czym ϕ̇ oznacza preιdkość kaιtowaι. Podstawiajaιc to do wzoru na energieι mamy

E =
mr2ϕ̇2

2
− Ze2

r
. (3.5.4)

Z mechaniki teoretycznej wiemy, że peιd uogólniony dany jest wzorem

pl =
∂L
∂ϕ̇

. (3.5.5)
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W naszym przypadku l = 1, ponieważ mamy jeden stopień swobody. Wysteιpujaιce
we wzorze L oznacza lagrangian zdefiniowany jako różnica energii kinetycznej i en-
ergii potencjalnej

L = Ek − V =
mr2ϕ̇2

2
−

(
−Ze2

r

)
=

mr2ϕ̇2

2
+

Ze2

r
. (3.5.6)

W naszym przypadku wspóÃlrzeιdna uogólniona q1 = ϕ, staιd q̇1 = ϕ̇. Czyli peιd
uogólniony dany jest wzorem

pl =
∂L
∂ϕ̇

=
∂

∂ϕ̇

(
mr2ϕ̇2

2
+

Ze2

r

)
=

∂

∂ϕ̇

mr2ϕ̇2

2
=

= mr2ϕ̇.

Wstawiamy to do warunku kwantowania Sommerfelda-Wilsona i mamy

∫ 2π

0
mr2ϕ̇ dϕ = nh.

Staιd dostajemy

mr2ϕ̇
∫ 2π

0
dϕ = nh,

co jest równe
2πmr2ϕ̇ = nh.

Wiemy jednak, że
mr2ϕ̇ = mvr = L

oraz
h

2π
= h̄.

Po podstawieniu dostajemy warunek kwantowy Bohra

L = nh̄, n = 1, 2, . . . .

3.6 Hipoteza de Broglie’a

Do poczaιtków XIX wieku światÃlo byÃlo uważane za szybko poruszajaιce sieι czaιstki
(korpuskuÃly). W roku 1801 doświadczalne badanie interferencji zmieniÃlo ten poglaιd
i sugerowaÃlo falowaι natureι światÃla. Hipoteza czaιstkowej natury światÃla zostaÃla
zarzucona do roku 1923, kiedy to Arthur Compton odkryÃl, że kwanty promieniowa-
nia X majaι peιd i energieι. W sumie pokazano, że światÃlo posiada zarówno cechy
falowe, jak i cechy czaιsteczkowe. W roku 1924 ksiaιżeι Louis de Broglie opublikowaÃl
swojaι praceι doktorskaι pod tytuÃlem ,,Badania nad teoriaι kwantów”, w której postu-
lowaÃl, że ponieważ światÃlo wykazuje wiele wÃlaściwości korpuskularnych, to czaιstki
(elektrony), ze wzgleιdu na symetrieι w przyrodzie, powinny wykazywać wÃlaściwości
falowe. Te idee zostaÃly udowodnione doświadczalnie już w roku 1924, gdy wykazano,
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że elektrony, tak jak światÃlo, mogaι ulegać dyfrakcji.
W swoich pracach Max Planck stwierdziÃl, że energia fotonu (czaιstki świetlnej)
wyrażona jest wzorem

E = hν,

gdzie ν wyraża czeιstość fotonu, przy czym caÃla energia jest energiaι kinetycznaι.
Arthur Compton odkryÃl, że falom świetlnym można przypisać peιd i że energieι fotonu
można przedstawić w postaci

E = pc,

gdzie p jest peιdem przyporzaιdkowanym fotonowi, a c oznacza preιdkość światÃla w
próżni. Korzystajaιc z tych dwóch wzorów wolno nam napisać, że

p =
hν

c
(3.6.1)

Korzystamy ze zwiaιzku c
ν

= λ, gdzie λ oznacza dÃlugość fali i mamy

p =
h

λ
. (3.6.2)

Wzór ten może sieι na poczaιtku wydawać nieco dziwny, bowiem Ãlaczy on wÃlasność
czaιsteczki jakaι jest peιd p z wÃlasnościami typowo falowymi, jak dÃlugość fali λ, czy
czeιstość ν. Korzystajaιc z tego wzoru i kierujaιc sieι symetriaι przyrody, de Broglie
wysunaιÃl hipotezeι, że skoro fala jakaι jest światÃlo może wykazywać wÃlasności wÃlaściwe
dla czaιstek, to czaιstki (elektrony) powinny wykazywać wÃlasności falowe.Wolno za-
tem napisać, że peιd elektronu wynosi

p = mv =
h

λ
(3.6.3)

przy czym v oznacza preιdkość elektronu, a m jest jego masaι relatywistycznaι. Z
powyższej równości bardzo Ãlatwo możemy otrzymać dÃlugość fali przyporzaιdkowanej
elektronowi

λ =
h

mv
=

h

p
. (3.6.4)

W swojej pracy de Broglie zajmowaÃl sieι elektronami, ale powyższe rozważania
możemy rozszerzyć na dowolne ciaÃlo materialne.

3.7 Zasada nieoznaczoności Heisenberga

Heisenberg zapostulowaÃl, że istniejaι wartości, których jednoczesny dokÃladny pomiar
na poziomie kwantowym jest niemożliwy. Pary takie nazywamy parami komplemen-
tarnymi. Do takich par należaι peιd czaιstki i jej poÃlożenie, dla których zachodzi tzw.
relacja nieoznaczoności

∆x∆px ≥ h̄

2
. (3.7.1)

Analizujaιc powyższy wzór możemy stwierdzić, że gdy znamy dokÃladnie peιd czaιstki,
to nie możemy nic powiedzieć na temat miejsca, w którym sieι ona znajduje. Innymi
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parami komplementarnymi saι na przykÃlad (y, py), (z, pz), energia i czas (E, t) oraz
skÃladowe momentu peιdu (Lx, Ly). Natomiast do par niekomplementarnych, czyli
zgodnych zaliczamy (L2, Lx), wspóÃlrzeιdne poÃlożenia (x, y), lub też (px, z).
Zajmijmy sieι teraz nierównościaι, która w szczególnym przypadku przechodzi w
zasadeι nieoznaczoności Heisenberga. Niech Â i B̂ beιdaι operatorami hermitowskimi
speÃlniajaιcymi zwiaιzek komutacyjny

[Â, B̂] = iĈ. (3.7.2)

Z analizy funkcjonalnej wiemy, że norma jest zawsze wieιksza lub równa zeru, czyli
wolno nam napisać, że

||(Â + iλB̂)ψ||2 = 〈(Â + iλB̂)ψ|(Â + iλB̂)ψ〉 ≥ 0, (3.7.3)

przy czym λ jest pewnaι staÃlaι rzeczywistaι.
Rozpisujaιc lewaι stroneι powyższej nierówności, mamy

〈Âψ|Âψ〉+ 〈Âψ|iλB̂ψ〉+ 〈iλB̂ψ|Âψ〉+ 〈iλB̂ψ|iλB̂ψ〉 ≥ 0,

co jest równoważne

〈Âψ|Âψ〉+ iλ(〈Âψ|B̂ψ〉 − 〈B̂ψ|Âψ〉) + λ2〈B̂ψ|B̂ψ〉 ≥ 0.

Uporzaιdkujmy to wyrażenie wzgleιdem poteιg λ

λ2〈B̂ψ|B̂ψ〉+ λi(〈Âψ|B̂ψ〉 − 〈B̂ψ|Âψ〉) + 〈Âψ|Âψ〉 ≥ 0.

Aby ta nierówność byÃla prawdziwa, to wyróżnik odpowiadajaιcego jej równania
kwadratowego powinien być mniejszy baιdź równy zeru. Mamy

[i(〈Âψ|B̂ψ〉 − 〈B̂ψ|Âψ〉)]2 − 4〈B̂ψ|B̂ψ〉〈Âψ|Âψ〉 ≤ 0.

Korzystajaιc z hermitowskości operatorów Â i B̂, możemy przeksztaÃlcić pierwszy
czÃlon w powyższym wzorze

〈Âψ|B̂ψ〉 − 〈B̂ψ|Âψ〉 = 〈ψ|ÂB̂ψ〉 − 〈ψ|B̂Âψ〉 = 〈ψ|(ÂB̂ − B̂Â)ψ〉 = 〈ψ|[Â, B̂]ψ〉.

Natomiast drugi z czÃlonów możemy zapisać, korzystajaιc również z hermitowskości,
jako

〈B̂ψ|B̂ψ〉〈Âψ|Âψ〉 = 〈ψ|B̂2ψ〉〈ψ|Â2ψ〉.
Korzystajaιc z tych obliczeń, możemy zapisać naszaι nierówność jako

[i〈ψ|[Â, B̂]ψ〉]2 − 4〈ψ|B̂2ψ〉〈ψ|Â2ψ〉 ≤ 0.

Pamieιtamy, że dla danego operatora Ô wyrażenie 〈ψ|Ôψ〉 opisuje jego wartość
sredniaι 〈Ô〉, czyli dostajemy

[i〈[Â, B̂]〉]2 − 4〈B̂2〉〈Â2〉 ≤ 0.
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Staιd po prostych przeksztaÃlceniach dochodzimy do wzoru

〈B̂2〉〈Â2〉 ≥ 1

4
[i〈[Â, B̂]〉]2

Podnosimy obie strony do poteιgi 1
2

√
〈B̂2〉〈Â2〉 ≥ 1

2

√
[i〈[Â, B̂]〉]2.

Zastaιpmy teraz Â i B̂ przez ∆Â i ∆B̂

√
〈(∆B̂)2〉〈(∆Â)2〉 ≥ 1

2

√
[i〈[∆Â, ∆B̂]〉]2.

Komutator wysteιpujaιcy po prawej stronie powyższej nierówności możemy zapisać
jako

[∆Â, ∆B̂] = [Â− 〈Â〉, B̂ − 〈B̂〉] = [Â, B̂]− [Â, 〈B̂〉]− [〈Â〉, B̂] + [〈Â〉, 〈B̂〉].

Ponieważ 〈Â〉 i 〈B̂〉 saι liczbami, to trzy ostatnie komutatory saι równe zeru i w
rezultacie dostajemy

[∆Â, ∆B̂] = [Â, B̂] = iĈ. (3.7.4)

Po wstawieniu otrzymanego wyniku do rozważanej przez nas nierówności dochodzi-
my do wyrażenia √

〈(∆B̂)2〉〈(∆Â)2〉 ≥ 1

2
|〈Ĉ〉|. (3.7.5)

W praktyce czeιsto oznaczamy √
〈(∆Ô)2〉

przez ∆O, staιd wolno nam napisać, że

∆A∆B ≥ 1

2
|〈Ĉ〉|.

Wstawmy teraz zamiast operatorów Â i B̂ operatory x̂ i p̂. Wiemy, że

[x̂, p̂] = ih̄.

Wstawiajaιc to do otrzymanej przez nas postacinierówności dostajemy

∆x∆p ≥ 1

2
h̄,

czyli jednaι z postaci zasady nieoznaczoności Heisenberga.



RozdziaÃl 4

Postulaty mechaniki kwantowej

Postulat 1. Obserwable i operatory.

Każdej obserwabli A w fizyce, takiej jak peιd, energia, moment peιdu czy liczba
czaιstek, można przyporzaιdkować operator hermitowski Â. Wartość pomiaru danej
obserwabli jest wartościaι wÃlasnaι operatora Â, pochodzaιcaι z równania wÃlasnego

Âϕa = aϕa. (4.0.1)

Postulat 2. Pomiar w mechanice kwantowej.

Jeżeli w wyniku pomiaru obserwabli A otrzymamy wartość a, to stan mierzonego
ukÃladu pozostanie opisany funkcjaι ϕa, która jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Â.

Postulat 3. Funkcja stanu i wartość oczekiwana.

Stan ukÃladu jest opisany funkcjaι falowaι Ψ(x, t), która jest ciaιgÃla i różniczkowalna.
Wartość oczekiwana pomiaru obserwabli w tym stanie określona jest wzorem

〈A〉 =
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)ÂΨ(x, t) dx. (4.0.2)

Wartość oczekiwana jest wartościaι średniaι.

Postulat 4. Ewolucja czasowa.

Ewolucja czasowa funkcji falowej opisana jest równaniem Schrödingera

ih̄
∂

∂t
Ψ = ĤΨ. (4.0.3)

Dla n czaιstek Ψ = Ψ(~r1, ~r2,, . . . , ~rn, t). Dla jednej czaιstki Ψ = Ψ(~r, t). Dla jednej
czaιstki, ale w przypadku jednowymiarowym Ψ = Ψ(x, t).

Postulat Borna.

23
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Interpretacja funkcji falowej zostaÃla podana przez Maxa Borna. Dla przypadku jed-
nowymiarowego |Ψ(x)|2 określa geιstość prawdopodobieństwa znalezienia czaιsteczki
w przedziale [x, x+dx], natomiast |Ψ(x)|2 dx jest prawdopodobieństwem znalezienia
czaιsteczki w przedziale [x, x + dx]. Ponieważ czaιstka na pewno jest gdzieś zlokali-
zowana, to z powyższej interpretacji otrzymujemy warunek normalizacyjny

∫ +∞

−∞
|Ψ|2 dx = 1, Ψ ∈ L2. (4.0.4)

Równanie Schrödingera jest równaniem liniowym, tzn. jeżeli ψ i ϕ saι rozwiaιzaniami
równania (4.0.3), to αψ + βϕ, gdzie α, β ∈ C, również, jest rozwiaιzaniem tego
równania.

Niech rozwiaιzanie równania Schrödingera beιdzie równe Ψ = αψ i α = |α|eiϕ,
gdzie eiϕ jest czynnikiem fazowym. WspóÃlczynnik normalizacyjny α jest określony
z dokÃladnościaι do czynnika fazowego.
Dowód
Korzystajaιc z warunku normalizacyjnego

∫ +∞

−∞
|Ψ|2 dx = 1,

możemy napisać

1 =
∫ +∞

−∞
|Ψ|2 dx =

∫ +∞

−∞
|αψ|2 dx =

∫ +∞

−∞
(αψ)∗(αψ) dx =

= α∗α
∫ +∞

−∞
ψ∗ψ dx = |α|e−iϕ|α|eiϕ

∫ +∞

−∞
|ψ|2 dx =

= |α|2
∫ +∞

−∞
|ψ|2 dx ⇒ |α| = 1√∫ +∞

−∞ |ψ|2 dx
.

Zwykle wybieramy eiϕ = 1 i wtedy |α| = α .



RozdziaÃl 5

Stany stacjonarne

5.1 Wartość oczekiwana w stanie stacjonarnym

ZaÃlóżmy, że operator Hamiltona Ĥ jest niezależny od czasu, tzn.

∂Ĥ

∂t
= 0. (5.1.1)

Rozwiaιżmy równanie Schrödingera z czasem

ĤΨ = ih̄
∂

∂t
Ψ,

gdzie

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (5.1.2)

ZaÃlóżmy, że rozwiaιzanie tego równania jest postaci

Ψ(x, t) = Φ(x)T (t). (5.1.3)

Wstawiajaιc je do równania, otrzymujemy

Ĥ(Φ(x)T (t)) = ih̄
∂

∂t
(Φ(x)T (t)),

co jest równoważne

T (t)ĤΦ(x) = ih̄Φ(x)
∂

∂t
T (t).

Dzielimy lewostronnie obie strony przez Φ(x)T (t)

1

Φ(x)
ĤΦ(x) = ih̄

1

T (t)

∂

∂t
T (t).

Ponieważ obie strony równania saι funkcjami różnych zmiennych i stoi pomieιdzy
nimi znak równości, wnioskujemy, że muszaι być one równe pewnej staÃlej, zwanej
staÃlaι separacji. Oznaczmy jaι przez E,

1

Φ(x)
ĤΦ(x) = ih̄

1

T (t)

∂

∂t
T (t) = E.

25
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Dostajemy staιd dwa równania, z których pierwsze można przepisać w postaci

E =
1

Φ(x)
ĤΦ(x) ⇒

⇒ ĤΦ(x) = EΦ(x). (5.1.4)

Jest to równanie wÃlasne dla niezależnego od czasu operatora Hamiltona Ĥ, znane
jako niezależne od czasu równanie Schrödingera. W wyniku jego rozwiaιzania dosta-
jemy wartości wÃlasne En i odpowiadajaιce im funkcje wÃlasne Φn(x), czyli

ĤΦn(x) = EnΦn(x), n = 1, 2, . . . (5.1.5)

Teraz zajmijmy sieι drugim równaniem

E = ih̄
1

T (t)

∂

∂t
T (t) ⇒

⇒ ∂

∂t
T (t) = −i

E

h̄
T (t). (5.1.6)

Korzystajaιc z teorii równań różniczkowych zwyczajnych wiemy, że rozwiaιzniem tego
równania jest funkcja postaci

T (t) = Ae−i E
h̄

t. (5.1.7)

Z rozwiaιzania niezależnego od czasu równania Schrödingera mamy wartości wÃlasne
energii En, czyli

T (t) = Ae−i En
h̄

t. (5.1.8)

Wiemy, że

En = ωnh̄ ⇒ ωn =
En

h̄
. (5.1.9)

Ostatecznie mamy
T (t) = Ae−iωnt. (5.1.10)

Tak wieιc rozwiaιzanie równania Schrödingera z czasem wynosi

Ψn(x, t) = AΦn(x)e−iωnt. (5.1.11)

Funkcja ta opisuje ukÃlad w stanie stacjonarnym.

5.2 Ewolucja czasowa wartości oczekiwanej

Niech nasz ukÃlad znajduje sieι w stanie stacjonarnym opisywanym funkcjaι

Ψn(x, t) = AΦn(x)e−iωnt. (5.2.1)

Dla chwili t = 0 mamy
Ψn(x, t = 0) = AΦn(x). (5.2.2)
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Wprowadźmy operator postaci

e−
it
h̄

Ĥ (5.2.3)

i zadziaÃlajmy nim na funkcjeι Ψn(x, 0)

e−
it
h̄

ĤΨn(x, 0) = Ae−
it
h̄

ĤΦn(x) =
. . .

Z definicji funkcji ex wiemy, że

ex =
+∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x +

1

2
x2 + . . . . (5.2.4)

Skorzystajmy z tego rozwinieιcia

. . . = A

(
1 +

(
−it

h̄
Ĥ

)
+

1

2

(
−it

h̄
Ĥ

)2

+ . . .

)
Φn(x) =

= AΦn(x) + A
(
−it

h̄

)
ĤΦn(x) +

1

2

(
−it

h̄

)2

Ĥ2Φn(x) + . . . =
.. .

Korzystajaιc z niezależnego od czasu równania Schrödingera mamy

Ĥ2Φn(x) = Ĥ(ĤΦn(x)) = Ĥ(EnΦn(x)) = EnĤΦn(x) = E2
nΦn(x).

Wstawiamy to do naszych przeksztaÃlceń

. . . = A

(
1 +

(
−it

h̄
En

)
+

1

2

(
− it

h̄
En

)2

+ . . .

)
Φn(x) = Ae−

it
h̄

EnΦn(x) =

= Ae−iωntΦn(x) = Ψn(x, t).

Zatem możemy napisać

e−
it
h̄

ĤΨn(x, 0) = Ψn(x, t). (5.2.5)

Staιd e−
it
h̄

Ĥ zwany jest operatorem ewolucji czasowej.
Teraz zajmijmy sieι wartościaι oczekiwanaι w stanie stacjonarnym. Niech nasz ukÃlad
znajduje sieι w stanie opisywanym funkcjaι

Ψ(x, t) = Φ(x)e−iωt. (5.2.6)

Chcemy znaleźć wartość średniaι obserwabli A, zakÃladajaιc że
odpowiadajaιcy jej operator hermitowski Â nie zależy od czasu (tzn. Â 6= Â(t)). Dla
dowolnej chwili czasu t możemy napisać:

〈Â〉t = 〈Ψ|ÂΨ〉 =
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, t)ÂΨ(x, t) dx =

=
∫ +∞

−∞
Φ∗(x)eiωtÂΦ(x)e−iωt dx =

∫ +∞

−∞
Φ∗(x)ÂΦ(x) dx =

=
∫ +∞

−∞
Ψ∗(x, 0)ÂΨ(x, 0) dx = 〈Ψ|ÂΨ〉t=0 = 〈Â〉t=0.
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Tak wieιc wykazalísmy, że wartość oczekiwana obserwabli A, opisywanej przez oper-
ator Â 6= Â(t), w stanie stacjonarnym jest staÃla i zawsze równa wartości oczekiwanej
w chwili t = 0, czyli

〈Â〉t=0 = 〈Â〉t. (5.2.7)

Teraz zajmiemy sieι ewolucjaι czasowaι wartości oczekiwanej w dowolnym stanie,
niekoniecznie stacjonarnym. Wiemy, że w przestrzeni L2 wartość średnia obserwabli
A opisywanej przez operator hermitowski Â dana jest wzorem

〈Â〉 =
∫ +∞

−∞
Ψ∗ÂΨ dx,

i że może to być jedynie funkcja czasu. Zróżniczkujmy to wyrażenie po czasie.

d

dt
〈A〉 =

∂

∂t

∫ +∞

−∞
Ψ∗ÂΨ dx =

=
∫ +∞

−∞
(
∂Ψ∗

∂t
ÂΨ + Ψ∗∂Â

∂t
Ψ + Ψ∗Â

∂Ψ

∂t
) dx =

.. .

Z zależnego od czasu równania Schrödingera

ih̄
∂

∂t
Ψ = ĤΨ

i z tego, że

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) ⇒

⇒ Ĥ = Ĥ∗

możemy napisać
∂

∂t
Ψ = − i

h̄
ĤΨ,

∂

∂t
Ψ∗ =

i

h̄
ĤΨ∗.

Wstawiamy powyższy wynik do naszych przeksztaÃlceń i mamy

. . . =
∫ +∞

−∞
(
i

h̄
ĤΨ∗ÂΨ + Ψ∗∂Â

∂t
Ψ−Ψ∗Â

i

h̄
ĤΨ) dx =

=
∫ +∞

−∞
Ψ∗∂Â

∂t
Ψ dx +

i

h̄

∫ +∞

−∞
ĤΨ∗ÂΨ dx− i

h̄

∫ +∞

−∞
Ψ∗ÂĤΨ dx =

.. .

Pierwsza caÃlka jest z definicji wartościaι średniaι operatora ∂Â
∂t

, czyli mamy

. . . = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈ĤΨ|ÂΨ〉 − i

h̄
〈Ψ|ÂĤΨ〉 =

.. .

Korzystamy z hermitowskości operatora Hamiltona Ĥ

. . . = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈Ψ|ĤÂΨ〉 − i

h̄
〈Ψ|ÂĤΨ〉 =

.. .
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A teraz wykorzystujemy liniowość iloczynu skalarnego

. . . = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈Ψ|ĤÂΨ− ÂĤΨ〉 = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈Ψ|(ĤÂ− ÂĤ)Ψ〉 =

= 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈Ψ|[Ĥ, Â]Ψ〉 =

.. .

Ale 〈Ψ|[Ĥ, Â]Ψ〉 jest wartościaι oczekiwanaι (średniaι) operatora [Ĥ, Â], czyli

. . . = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉.

Ostatecznie wolno nam napisać, że

d

dt
〈A〉 = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉. (5.2.8)

5.3 CaÃlki ruchu

W dalszym ciaιgu zakÃladamy, że
Â 6= Â(t)

czyli
∂Â

∂t
= 0. (5.3.1)

Wówczas dostajemy równanie ruchu postaci

d〈Â〉
dt

=
i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉. (5.3.2)

ZaÃlóżmy ponadto, że mamy stany stacjonarne. Wtedy

∂

∂t
〈A〉 = 0, (5.3.3)

skaιd
〈[Ĥ, Â]〉 = 0. (5.3.4)

Zajmijmy sieι teraz dowolnym stanem (niekoniecznie stacjonarnym), przy czym wciaιż
niech obowiaιzuje zaÃlożenie, że

Â 6= Â(t)

czyli
∂Â

∂t
= 0

i zaÃlóżmy, że operator hermitowski Â opisujaιcy obserwableι A komutuje z operatorem
Hamiltona Ĥ, czyli

[Â, Ĥ] = 0. (5.3.5)
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Napiszmy wzór opisujaιcy ewolucjeι czasowaι wartości średniej (oczekiwanej)

d

dt
〈A〉 = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉. (5.3.6)

Jeżeli
d

dt
〈A〉 = 0,

to wartość średnia (oczekiwana) obserwabli jest staÃla w czasie. Nazywamy jaι wówczas
staÃlaι ruchu lub caÃlkaι ruchu.
Dla przykÃladu rozpatrzmy operator Hamiltona Ĥ niezależny w sposób jawny od
czasu ( ∂

∂t
Ĥ = 0). Ponieważ

[Ĥ, Ĥ] = 0,

to
d〈Ĥ〉

dt
= 0.

Ponieważ obserwablaι opisywanaι przez operator Hamiltona Ĥ jest energia E to

dE

dt
= 0.

co oznacza, że energia ukÃladu, którego hamiltonian nie zależy jawnie od czasu, jest
caÃlkaι ruchu.

5.4 Twierdzenie Ehrenfesta

W myśl twierdzenia Ehrenfesta równania mechaniki kwantowej redukujaι sieι do
równań mechaniki klasycznej po podstawieniu wartości średnich. Inaczej mówiaιc,
równania mechaniki kwantowej dla wartości średnich majaι postać odpowiednich
równań mechaniki klasycznej. Przedstawmy dziaÃlanie tej zasady rozważajaιc przyk-
Ãladowe zagadnienie. Weźmy niezależny od czasu operator x̂, czyli

∂x̂

∂t
= 0. (5.4.1)

Wypiszmy raz jeszcze wzór opisujaιcy ewolucjeι czasowaι wartości oczekiwanej (śred-
niej) obserwabli A odpowiadajaιcej operatorowi Â

d

dt
〈A〉 = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉.

Wstawmy za Â operator x̂
d

dt
〈x〉 =

i

h̄
〈[Ĥ, x̂]〉.

Wiemy ponadto, że
[p̂x, x̂] = −ih̄.
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Korzystajaιc z tego obliczmy komutator

[Ĥ, x̂] = [
p̂2

x

2m
+ V (x), x̂] =

1

2m
[p̂2

x, x̂] + [V (x), x̂] =
. . .

Drugi czÃlon wynosi zero, gdyż dowolna funkcja zależna od x komutuje z x̂ = x. Tak
wieιc mamy

. . . =
1

2m
(p̂xp̂xx̂− x̂p̂xp̂x) =

. . .

Dodajemy i odejmujemy od wyrażenia w nawiasie p̂xx̂p̂x.

. . . =
1

2m
(p̂xp̂xx̂− p̂xx̂p̂x + p̂xx̂p̂x − x̂p̂xp̂x) =

=
1

2m
(p̂x(p̂xx̂− x̂p̂x) + (p̂xx̂− x̂p̂x)p̂x) =

=
1

2m
(p̂x[p̂x, x̂] + [p̂x, x̂]p̂x) =

=
1

2m
(−ih̄p̂x − ih̄p̂x) = −ih̄

m
p̂x.

Wracamy do równania opisujaιcego ewolucjeι czasowaι wartości oczekiwanej i wsta-
wiamy otrzymany wynik

d

dt
〈x〉 =

i

h̄
〈[Ĥ, x̂]〉 =

i

h̄

(−i)h̄

m
〈px〉.

Po uproszczeniu otrzymujemy wzór

〈px〉 = m
d

dt
〈x〉 (5.4.2)

beιdaιcy kwantowym odpowiednikiem znanego z mechaniki klasycznej wyrażenia na
wartość peιdu

px = m
dx

dt
. (5.4.3)

5.5 Twierdzenie wirialne

Klasyczne, znane z mechaniki teoretycznej, twierdzenie o wiriale ma postać

n〈V 〉 = 2〈T 〉, (5.5.1)

gdzie n oznacza stopień jednorodności potencjaÃlu, 〈V 〉 wartość średniaι potencjaÃlu,
a 〈T 〉 wartość średniaι energii kinetycznej.
Wróćmy do mechaniki kwantowej i wprowadźmy niezależny od czasu operator

Â = ~̂r · ~̂p. (5.5.2)
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ZaÃlóżmy ponadto, że mamy stany stacjonarne. Wtedy, zgodnie z udowodnionaι

wcześniej wÃlasnościaι, wartość średnia operatora jest staÃla w czasie. Napiszmy wzór
opisujaιcy ewolucjeι czasowaι wartości średniej (oczekiwanej) operatora Â

d

dt
〈Â〉 = 〈∂Â

∂t
〉+

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉.

Korzystajaιc z wcześniejszych wniosków, możemy napisać powyższy wzór w prostszej
postaci

i

h̄
〈[Ĥ, Â]〉 = 0. (5.5.3)

Obliczmy komutator
[Ĥ, Â] = [Ĥ, ~̂r · ~̂p ]. (5.5.4)

Operator Ĥ jest postaci

Ĥ =
~̂p

2

2m
+ V̂ , V̂ = V (~r), (5.5.5)

czyli

[Ĥ, Â] = [
~̂p

2

2m
+ V̂ , ~̂r · ~̂p ] = [

~̂p
2

2m
, ~̂r · ~̂p ] + [V̂ , ~̂r · ~̂p ]

gdzie operator ~̂p jest postaci
~̂p = −ih̄∇. (5.5.6)

Obliczmy najpierw komutator [V̂ , ~̂r · ~̂p ]. DziaÃlajaιc nim na funkcjeι próbnaι ϕ(~r) i
kÃladaιc V̂ = V , mamy

[V, ~̂r · ~̂p ]ϕ(~r) = (V ~̂r · ~̂p− ~̂r · ~̂p V )ϕ(~r) =

= V ~̂r · ~̂pϕ(~r)− ~̂r · ~̂p(V ϕ(~r)) = V ~̂r · ~̂pϕ(~r) + ih̄~̂r · ∇(V ϕ(~r)) =

= V ~̂r · ~̂pϕ(~r) + ih̄~̂r · (∇V )ϕ(~r) + ih̄~̂r V · ∇ϕ(~r) =

= ~̂r V · ~̂pϕ(~r)− ~̂r · (~̂p V )ϕ(~r)− ~̂r V · ~̂pϕ(~r) = −~̂r · (~̂p V )ϕ(~r)

czyli mamy
[V̂ , ~̂r · ~̂p ] = −~̂r · (~̂pV ) = ih̄~̂r · ∇V (5.5.7)

Aby obliczyć komutator [ p̂2

2m
, ~̂r · ~̂p ], wygodnie jest najpierw obliczyć pomocniczy

komutator [p̂x
2, x̂p̂x], pamieιtajaιc przy tym o obliczonym przy rozpatrywaniu twier-

dzenia Ehrenfesta komutatorze

[p̂2
x, x̂] = −2ih̄p̂x.

[p̂x
2, x̂p̂x] = p̂x

2x̂p̂x − x̂p̂xp̂
2
x = (p̂2

xx̂− x̂p̂2
x)p̂x =

= [p̂2
x, x̂]p̂x = −2ih̄p̂xp̂x = −2ih̄p̂2

x

Pamieιtajaιc ponadto o tym, że

[k, p̂m] = ih̄δkm k,m = x, y, z,
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możemy przystaιpić do obliczeń

[
~̂p

2

2m
, ~̂r · ~̂p] =

1

2m
[~̂p

2
, ~̂r · ~̂p] =

1

2m
[p̂2

x + p̂2
y + p̂2

z, x̂p̂x + ŷp̂y + ẑp̂z] =

=
1

2m
([p̂2

x, x̂p̂x] + [p̂2
y, ŷp̂y] + [p̂2

z, ẑp̂z]) =

=
1

2m
(−2ih̄p̂2

x − 2ih̄p̂2
y − 2ih̄p̂2

z) = −ih̄

m
(p̂2

x + p̂2
y + p̂2

z) = −ih̄

m
~̂p

2
.

W sumie mamy

[Ĥ, ~̂r · ~̂p ] = −ih̄

m
~̂p

2
+ ih̄~̂r · ∇V. (5.5.8)

Ze wzoru na ewolucjeι czasowaι wartości oczekiwanej (średniej) otrzymalísmy

i

h̄
〈[Ĥ, ~̂r · ~̂p ]〉 = 0.

Po podstawieniu obliczonego powyżej komutatora dostajemy

i

h̄
〈 − ih̄

m
p̂2 + ih̄~̂r · ∇V 〉 = 0. (5.5.9)

Po uproszczeniu dochodzimy do wzoru

〈 − p̂2

m
+ ~̂r · ∇V 〉 = 0 (5.5.10)

skaιd

〈 − p̂2

m
〉+ 〈~̂r · ∇V 〉 = 0. (5.5.11)

Wprowadźmy operator energii kinetycznej

T̂ =
p̂2

2m
(5.5.12)

Wówczas mamy
〈 − 2T̂ 〉+ 〈~r · ∇V 〉 = 0 (5.5.13)

czyli
2〈T̂ 〉 = 〈~r · ∇V 〉 = 0. (5.5.14)

Dla V = V (r) możemy napisać, że

∇V (r) =
~r

r

d

dr
V (r). (5.5.15)

Teraz zajmijmy sieι szczególnym przypadkiem, a mianowicie potencjaÃlem kulom-
bowskim postaci

V (r) = −Ze2

r
. (5.5.16)
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Wówczas

~r · ∇V (r) = ~r · ~r
r

d

dr
V (r) =

r2

r

d

dr
V (r) = r

d

dr

(
−Ze2

r

)
= r

Ze2

r2
=

=
Ze2

r
= −V (r).

Dla potencjaÃlu kulombowskiego mamy zatem

2〈T̂ 〉 = −〈V 〉, (5.5.17)

skaιd Ãlatwo dostajemy, że

〈T̂ 〉 = −1

2
〈V 〉. (5.5.18)

Otrzymany wzór, identyczny ze wzorem otrzymanym w mechanice klasycznej, czeιsto
sÃluży do sprawdzania skomplikowanych obliczeń numerycznych.



RozdziaÃl 6

Pakiety falowe

6.1 Fala. Preιdkość fazowa

Zapiszmy równanie wÃlasne dla operatora momentu peιdu ~̂p

~̂pϕ(~r) = pϕ(~r). (6.1.1)

Zapisujaιc je w jawnej postaci, otrzymujemy

−ih̄∇ϕ(~r) = pϕ(~r). (6.1.2)

W przypadku jednowymiarowym nasze równanie przechodzi w

−ih̄
d

dx
ϕ(x) = pxϕ(x), (6.1.3)

gdzie ϕ(x) jest funkcjaι wÃlasnaι, a px wartościaι wÃlasnaι. Rozwiaιzujaιc to równanie
(np. przez separacjeι zmiennych lub przez równanie charakterystyczne) dochodzimy
do funkcji wÃlasnej postaci

ϕ(x) = Aei px
h̄

x. (6.1.4)

Korzystajaιc ze wzoru Eulera

eiϑ = cos ϑ + i sin ϑ, (6.1.5)

możemy przepisać to rozwiaιzanie w innej postaci

ϕ(x) = A
[
cos

(
px

h̄
x

)
+ i sin

(
px

h̄
x

)]
. (6.1.6)

Z fizyki fal wiemy, że wzór ten opisuje czeιść przestrzennaι stacjonarnej fali monochro-
matycznej. Jeśli x ∈ (−∞, +∞) to funkcja ta nie należy do przestrzeni L2. Możemy
to prosto wykazać. Jak pamieιtamy, przestrzeń L2 jest to przestrzeń funkcji caÃlkowal-
nych z kwadratem, tzn. caÃlka z kwadratu funkcji po caÃlej przestrzeni jest mniejsza
od nieskończoności. Zapiszmy taι caÃlkeι

∫ +∞

−∞
|ϕ(x)|2dx =

∫ +∞

−∞
ϕ(x)∗ϕ(x)dx =

35
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=
∫ +∞

−∞

(
Aei px

h̄
x
)∗

Aei px
h̄

xdx =
∫ +∞

−∞
A∗e−i px

h̄
xAei px

h̄
xdx =

= |A|2
∫ +∞

−∞
dx → +∞.

Niech λ beιdzie dÃlugościaι fali czaιstki opisywanej przez rozwiaιzanie naszego równania
wÃlasnego. Przejdźmy teraz z x do x + λ (x → x + λ).

ϕ(x + λ) = Aei px
h̄

(x+λ). (6.1.7)

To powinno być równe ϕ(x), czyli

ϕ(x) = Aei px
h̄

x = ϕ(x + λ) = Aei px
h̄

(x+λ). (6.1.8)

Staιd mamy

Aei px
h̄

x = Aei px
h̄

(x+λ) (6.1.9)

czyli

1 = ei px
h̄

λ = cos
(

px

h̄
λ

)
+ i sin

(
px

h̄
λ

)
. (6.1.10)

Aby powyższy warunek byÃl speÃlniony, to

px

h̄
λ = 2nπ ⇒ (6.1.11)

⇒ px =
2nπh̄

λ
=

2nπh

2πλ
=

nh

λ
= n

h

λ
. (6.1.12)

Pamieιtajaιc o postulacie de Broglie’a

λ =
h

p
(6.1.13)

możemy stwierdzić, że wartość wÃlasna skÃladowej operatora peιdu jest wielokrotnościaι

fali de Broglie’a.
W naszych dalszych rozważaniach beιdziemy korzystali z postaci funkcji wÃlasnej
skÃladowej operatora peιdu

ϕ(x) = Aeikx, (6.1.14)

gdzie peιd p możemy wyrazić jako

p = h̄k, (6.1.15)

a liczbeι falowaι k jako

k =
2π

λ
. (6.1.16)

Rozważmy teraz czaιstkeι swobodnaι opisywanaι zależnym od czasu równaniem Schrö-
dingera

ih̄
∂

∂t
ψ = Ĥψ. (6.1.17)
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Jak wiemy z poprzednich rozdziaÃlów, funkcjeι ψ możemy zapisać jako

ψ(x, t) = ϕ(x)e−iωt, (6.1.18)

gdzie ϕ(x) jest rozwiaιzaniem niezależnego od czasu równania Schrödingera

Ĥϕ(x) = Eϕ(x). (6.1.19)

Postaramy sieι teraz znaleźć postać funkcji ϕ(x). Ponieważ czaιstka jest czaιstkaι

swobodnaι, to nie znajduje sieι w polu żadnego potencjaÃlu. Dlatego nasz hamiltonian
jest postaci

Ĥ =
p̂2

x

2m
= − h̄2

2m

d2

dx2
. (6.1.20)

Wstawiamy go do równania Schrödingera niezależnego od czasu

− h̄2

2m

d2

dx2
ϕ(x) = Eϕ(x), (6.1.21)

skaιd
d2

dx2
ϕ(x) +

2mE

h̄2 ϕ(x) = 0. (6.1.22)

Rozwiaιzujaιc to równanie różniczkowe, dostajemy

ϕ(x) = Aei
√

2mE
h̄

x + Be−i
√

2mE
h̄

x (6.1.23)

Dla czaιstki swobodnej caÃlkowita energia jest równa samej energii kinetycznej, czyli

E =
p2

x

2m
⇒ 2mE = p2

x. (6.1.24)

Wstawiamy to do rozwiaιzania równania Schrödingera niezależnego od czasu i mamy

ϕ(x) = Aei px
h̄

x + Be−i px
h̄

x. (6.1.25)

Korzystamy z tego, że

px = h̄k (6.1.26)

i dostajemy

ϕ(x) = Aeikx + Be−ikx. (6.1.27)

Jeżeli A = 0, lub B = 0 to funkcja ta jest taka sama jak funkcje wÃlasne skÃladowej
operatora peιdu.
PeÃlnaι funkcjeι falowaι uzyskamy, mnożaιc funkcjeι ϕ(x) przez e−iωt, w wyniku czego
dostajemy

ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) + Be−i(kx+ωt) (6.1.28)

gdzie pierwszy czÃlon opisuje faleι rozchodzaιcaι sieι w kierunku x, a drugi w kierunku
−x.
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Weźmy teraz dowolnaι funkcjeι falowaι f = f(x, t), ale zaÃlóżmy, że jej zależność od
argumentu jest nasteιpujaιca:

f(x, t) = f(x− Vf t), (6.1.29)

gdzie

Vf =
∆x

∆t
(6.1.30)

beιdziemy nazywać preιdkość fazowaι. Niech teraz

t → t + ∆t (6.1.31)

x → x + ∆x (6.1.32)

Wówczas
f(x + ∆x, t + ∆t) = f [(x + ∆x)− Vf (t + ∆t)] =

= f(x + ∆x− Vf t− Vf∆t) = f(x + ∆x− Vf t− ∆x

∆t
∆t) =

f(x + ∆x− Vf t−∆x) = f(x− Vf t) = f(x, t).

Zatem
f(x + ∆x, t + ∆t) = f(x, t). (6.1.33)

Niech funkcja falowa beιdzie postaci

ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) = Aeik(x−ω
k

t),

czyli preιdkość fazowa Vf beιdzie równa

Vf =
ω

k
. (6.1.34)

W wyniku przeksztaÃlceń dostajemy

Vf =
ω

k
=

h̄ω

h̄k
=

E

p
=

p2

2m

p
=

p

2m
=

Vklasyczna

2
.

Preιdkość fazowa Vf jest równa poÃlowie preιdkości klasycznej Vklasyczna

Vf =
Vklasyczna

2
. (6.1.35)

Ponieważ peιd jest dobrze określony

p =
h

λ
, (6.1.36)

to w myśl zasady nieoznaczoności Heisenberga

∆x∆p ≥ h̄

2
. (6.1.37)
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nie możemy nic powiedzieć o poÃlożeniu czaιstki, czyli może ona znajdować sieι wszeιdzie.
Możemy to Ãlatwo wykazać wprost z definicji geιstości prawdopodobieιństwa napotka-
nia czaιstki. ZaÃlożmy funkcjeι falowaι postaci

ψ(x, t) = Aei(kx−ωt).

Geιstość prawdopodobieństwa jest zdefiniowana jako

P (x, t) = |ψ(x, t)|2. (6.1.38)

Obliczmy teι wartość

P (x, t) = |ψ(x, t)|2 = (ψ(x, t))∗ψ(x, t) = (Aei(kx−ωt))∗Aei(kx−ωt) =

= A∗e−i(kx−ωt)Aei(kx−ωt) = |A|2,
czyli geιstość prawdopodobieństwa napotkania czaιstki jest staÃla i taka sama na caÃlej
osi x

P (x, t) = |A|2. (6.1.39)

6.2 Pakiet. Preιdkość grupowa

Funkcja opisujaιca pakiet falowy w przypadku jednowymiarowym jest postaci

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ei(kx−ω(k)t)ϕ(k)dk (6.2.1)

Jak nam wiadomo z matematyki jest to transformata Fouriera funkcji ϕ(k)e−iω(k)t.
Czeιść przestrzenna pakietu określana jest przez Ψ(x, 0).

Ψ(x, 0) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eikxϕ(k)dk. (6.2.2)

Jest to klasyczna transformata Fouriera. W przypadku trójwymiarowym funkcja
opisujaιca pakiet falowy jest postaci

Ψ(~r, t) =
1

(2π)
3
2

∫
ei(~k·~r−ω(~k)t)ϕ(~k)d3k, (6.2.3)

przy czym caÃlkowanie odbywa sieι po caÃlej przestrzeni peιdów.
Zwiaιzki pomieιdzy peιdem p, a energiaι E saι postaci

ω = ω(k). (6.2.4)

Saι to tzw. zwiaιzki dyspersyjne (pamieιtamy, że p = h̄k, a E = h̄ω).
Pakiet falowy porusza sieι z preιdkościaι grupowaι Vg zdefiniowanaι jako

Vg =
∂ω(k)

∂k
=

∂h̄ω(k)

∂h̄k
=

∂E(p)

∂p
=

∂ p2

2m

∂p
=

p

m
= Vklasyczna.

Vg = Vklasyczna. (6.2.5)
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6.3 Rozmywanie sieι pakietu falowego

Najpierw rozwińmy szereg z dokÃladnościaι wyrazu pierwszego rzeιdu

ω(k) = ω(k0) +
∂ω(k)

∂k
|k=k0

κ + . . . ' ω0 + Vgκ (6.3.1)

gdzie ω0 = ω(k0) i κ = k − k0. Wstawiamy to rozwinieιcie do wzoru

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ei(kx−ω(k)t)ϕ(k)dk

i dostajemy

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ei((κ+k0)x−ω0t)−Vgκtϕ(k0 + κ)dκ, (6.3.2)

czyli

Ψ(x, t) =
1√
2π

ei(k0x−ω0t)
∫ +∞

−∞
eiκ(x−Vgt)ϕ(k0 + κ)dκ. (6.3.3)

Czyli caÃly pakiet falowy porusza sieι z preιdkościaι grupowaι Vg (wnioskujemy to z
postaci funkcji podcaÃlkowej). Po przej́sciu ∆x i czasie ∆t postać pakietu sieι nie
zmieni. Rozwińmy teraz ω(k) w szereg Taylora z dokÃladnościaι do wyrazów drugiego
rzeιdu

ω(k) = ω0 + Vgκ +
1

2

∂2ω

∂k2
|k=k0κ

2 + . . . ' ω0 + κ

(
Vg +

1

2

∂2ω

∂k2
|k=k0κ

)
(6.3.4)

czyli w porównaniu ze wzorem (6.3.1)

Vg → Vg +
1

2

∂2ω

∂k2
|k=k0κ. (6.3.5)

Wstawiamy to rozwinieιcie do wzoru opisujaιcego pakiet falowy

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ei(kx−ω(k)t)ϕ(k)dk

i dostajemy

Ψ(x, t) =
1√
2π

ei(k0x−ω0t)
∫ +∞

−∞
eiκ(x−(Vg+ 1

2
∂2ω
∂k2 |k=k0

κ)t)ϕ(k0 + κ)dκ, (6.3.6)

czyli

Ψ(x, t) =
1√
2π

ei(k0x−ω0t)
∫ +∞

−∞
eiκ(x−Vgt)− 1

2
∂2ω
∂k2 |k=k0

κtϕ(k0 + κ)dκ. (6.3.7)

Pod caÃlkaι mamy dodatkowy czÃlon w stosunku do poprzedniego wzoru, który ewolu-
uje ze zmianaι t i κ. Ponieważ dodatkowy czÃlon zależy od κ, to różne czeιści pakietu
falowego beιdaι sieι poruszaÃly z nieco różnymi preιdkościami, wieιc pakiet falowy ulega
stopniowemu rozmyciu w czasie.



RozdziaÃl 7

Zasada odpowiedniości Bohra

W myśl zasady odpowiedniości Bohra przej́scie z mechaniki kwantowej do mechaniki
klasycznej dokonuje sieι przy przej́sciu z h do zera (h → 0). Praktycznie teι graniceι
osiaιga sieι przy przej́sciu z liczbami kwantowymi do nieskończoności (n → +∞), o
ile wynik nie zależy od h. Dla przykÃladu rozpatrzmy czaιstkeι w jednowymiarowej,
nieskończonej studni potencjaÃlu

V (x) =

{
0 x ∈ (0, L)

+∞ x /∈ (0, L).
(7.1)

Najpierw przeprowadźmy rozważania zgodne z mechanikaι klasycznaι. Wewnaιtrz
przedziaÃlu (0, L) na czaιstkeι nie dziaÃla żadna siÃla (poza momentami, gdy nasteιpuje
odbicie od ścianek), czyli jej poÃlożenie opisywane jest wzorem opisujaιcym ruch jed-
nostajny po lini prostej z preιdkościaι V

x(t) = x0 + V t, x0 = x(t0), (7.2)

gdzie x0 oznacza poÃlożenie poczaιtkowe.
Prawdopodobieństwo znalezienia czaιstki w przedziale (x, x+dx) jest wprost propor-
cjonalne do czasu przelotu drogi dx oznaczonego przez dt i odwrotnie proporcjonalne
do okresu w którym czaιstka przebywa drogeι od 0 do L, który oznaczamy przez T .
Zapiszmy to w jawnej postaci

Pdx =
dt

T
. (7.3)

Po prawej stronie równania mnożymy licznik i mianownik przez V i korzystamy z
tego, że

V dt = dx, (7.4)

V T = L. (7.5)

Staιd mamy

Pdx =
dt

T
=

V dt

V T
=

dx

L
,

czyli w końcu

Pdx =
dx

L
. (7.6)

41
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Upraszczajaιc dx mamy wzór na geιstość prawdopodobieństwa

P =
1

L
. (7.7)

W ogólności P = P (x), tu jednak mamy szczególny przypadek P = const.
Teraz rozpatrzymy to zagadnienie przy pomocy mechaniki kwantowej. Ponieważ
V 6= V (t) to mamy problem stacjonarny, tak wieιc musimy rozwiaιzać równanie
Schrödingera bez czasu

Ĥψ(x) = Eψ(x).

Podzielmy przestrzeń na trzy obszary





obszar I x ≤ 0
obszar II x ∈ (0, L)
obszar III x ≥ L.

(7.8)

Pomieιdzy obszarami I i II oraz pomieιdzy II i III musimy narzucić tak zwane warunki
zszycia

ψI(0) = ψII(0),
ψII(L) = ψIII(L).

(7.9)

Dodatkowo mamy jeszcze dwa warunki na pochodne funkcji falowych

ψ′I(0) = ψ′II(0),
ψ′II(L) = ψ′III(L).

(7.10)

Ponieważ studnia potencjaÃlu ma nieskończonaι gÃleιbokość, to

ψI(x) ≡ 0,
ψIII(x) ≡ 0.

(7.11)

Zatem wolno nam pominaιc indeks i zamiast ψII pisać ψ. Z warunków zszycia mamy,
że

ψ(0) = 0,
ψ(L) = 0.

(7.12)

W obszarze II potencjaÃl jest zerowy, czyli rozwiaιzanie beιdzie tutaj takie samo jak
dla czaιstki swobodnej. Obliczylísmy je wcześniej i jest ono postaci

ψ(x) = Aeikx + Be−ikx.

Korzystajaιc ze wzoru Eulera

eiϑ = cos ϑ + i sin ϑ

możemy rozwiaιzanie równania Schrödingera zapisać w nieco innej postaci

ψ(x) = Aeikx + Be−ikx = A(cos(kx) + i sin(kx)) + B(cos(kx)− i sin(kx)) =

= (A + B) cos(kx) + (A−B)i sin(kx) = C cos(kx) + D sin(kx),
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czyli
ψ(x) = C cos(kx) + D sin(kx), (7.13)

gdzie
C = A + B, (7.14)

D = (A−B)i. (7.15)

W tym przypadku warunki brzegowe dajaι nam dyskretne rozwiaιznia. Aby to
wykazać skorzystajmy z warunku brzegowego.

ψ(0) = 0 ⇒ C = 0, (7.16)

czyli nasza funkcja falowa jest postaci

ψ(x) = D sin(kx). (7.17)

Mamy jeszcze jeden warunek brzegowy

ψ(L) = 0 ⇒ D sin(kL) = 0 ⇒ (7.18)

sin(kL) = 0 ⇒ (7.19)

⇒ kL = nπ, n = 0,±1,±2, . . . (7.20)

co prowadzi do dyskretnego rozwiaιzania na liczbeι falowaι k

kn =
nπ

L
. (7.21)

Z drugiej strony liczba falowa k zdefiniowana jest jako

kn =
2π

λn

. (7.22)

Porównujaιc dwa ostatnie wzory, dostajemy

2π

λn

=
nπ

L
, (7.23)

czyli

L =
nλn

2
. (7.24)

Jest to tak zwany warunek fal stojaιcych, oznaczajaιcy że na odcinku od 0 do L musi
być caÃlkowita wielokrotność poÃlówek dÃlugości fali λ. Liczbeι n nazywamy liczbaι

kwantowaι. Nasze rozwiaιzanie jest postaci

ψn(x) = D sin(knx) = D sin
(

nπ

L
x

)
. (7.25)

Dla n dodatnich i ujemnych funkcje falowe saι takie same (z dokÃladnościaι do czynnika
fazowego) ponieważ

sin(−αx) = − sin(αx).
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Zatem możemy brać n = 0, 1, 2, . . . nie tracaιc żadnych rozwiaιzań. Jednak dla n = 0
funkcja falowa ψ(x) tożsamościowo równa sieι zeru, czyli wolno nam pominaιc n = 0.
Ostatecznie

ψn(x) = D sin
(

nπ

L
x

)
, n = 1, 2, . . . (7.26)

Majaιc dane rozwiaιzania na kn mamy również rozwiaιzania na wartości wÃlasne energii
En (energia beιdzie równa tylko energi kinetycznej, gdyż potencjaÃl równy jest zeru).

En =
p2

n

2m
=

(h̄kn)2

2m
=

1

2m

n2π2h̄2

L2
= n2 π2h̄2

2mL2
= n2E1,

czyli
En = n2E1, (7.27)

gdzie

E1 =
π2h̄2

2mL2
(7.28)

jest najniższaι dozwolonaι energiaι (energiaι stanu podstawowego).
StaÃlaι D możemy znaleźć, korzystajaιc z warunku normalizacyjnego

1 =
∫ +∞

−∞
|ψn(x)|2dx =

∫ L

0
|D|2 sin2(

nπ

L
x)dx. (7.29)

Po obliczeniu powyższej caÃlki dochodzimy do wyrażenia

|D|2L

2
= 1 ⇒ |D| =

√
2

L
. (7.30)

Ponieważ z dokÃladnościaι do czynnika fazowego

|D| = D (7.31)

to

D =

√
2

L
. (7.32)

Nasze rozwiaιzanie wyglaιda teraz nasteιpujaιco

ψn(x) =

√
2

L
sin(knx) =

√
2

L
sin(

nπ

L
x), n = 1, 2, . . . (7.33)

W celu otrzymania peÃlnej funkcji falowej otrzymany wynik należy pomnożyć przez
e−iωnt, gdzie ωn = En

h̄
. Geιstość prawdopodobieństwa w n-tym stanie energetycznym

dana jest wzorem
Pn(x) = |ψn(x)|2. (7.34)

Uśredniajaιc powyższy wzór, dla dużych liczb kwantowych, po pewnym, niwielkim,
ale makroskopowym przedziale przedziaÃlu (0, L) dostajemy wzór na geιstość praw-
dopodobieństwa

P =
1

L
.

Zgodnie z zasadaι odpowiedniości Bohra otrzymalísmy taki sam wzór, jak w mecha-
nice klasycznej.



RozdziaÃl 8

Zasada zachowania
prawdopodobieństwa

8.1 Równanie ciaιgÃlości

Jak wiemy, geιstość prawdopodobieństwa znalezienia czaιstki dana jest wyrażeniem

P (~r, t) = |Ψ(~r, t)|2 = Ψ∗(~r, t)Ψ(~r, t), (8.1.1)

Ponieważ to, że czaιstka znajduje sieι gdziekolwiek jest pewne, to

∫

Vc

P (~r, t)d3r = 1, d3r = dx dy dz, (8.1.2)

gdzie Vc oznacza caÃlaι przestrzeń (pomijamy stany z widma ciaιgÃlego). Jest to
oczywíscie warunek normalizacyjny. Zróżniczkujmy go po czasie i dostajemy

∂

∂t

∫

Vc

P (~r, t)d3r = 0 (8.1.3)

czyli warunek normalizacyjny jest zachowany (staÃly w czasie). Niech V beιdzie
dowolnaι podprzestrzenia przestrzeni Vc

∂

∂t

∫

V
P (~r, t)d3r =

∫

V

∂

∂t
(Ψ∗(~r, t)Ψ(~r, t))d3r =

∫

V

(
∂Ψ∗

∂t
Ψ + Ψ∗∂Ψ

∂t

)
d3r =

.. .

Korzystajaιc z równania Schrödingera zależnego od czasu

ĤΨ = ih̄
∂

∂t
Ψ,

możemy napisać, że
∂

∂t
Ψ = − i

h̄
ĤΨ, (8.1.4)

45
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∂

∂t
Ψ∗ =

i

h̄
ĤΨ∗. (8.1.5)

Podstawiamy to do naszej caÃlki

. . . = − i

h̄

∫

V
[−(ĤΨ∗)Ψ + Ψ∗ĤΨ] d3r =

.. .

Teraz wstawiamy jawnaι postać operatora Hamiltona

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (~r) = − h̄2

2m
∇2 + V (~r) (8.1.6)

i dostajemy
. . . = − i

h̄

∫

V

[(
h̄2

2m
∇2Ψ∗ − V (~r)Ψ∗

)
Ψ +

+ Ψ∗
(
− h̄2

2m
∇2Ψ + V (~r)Ψ

)]
d3r =

.. .

Wyrazy V (~r)Ψ∗Ψ i Ψ∗V (~r)Ψ upraszczajaι sieι i mamy

. . . = − i

h̄

∫

V

[(
h̄2

2m
∇2Ψ∗

)
Ψ− h̄2

2m
Ψ∗∇2Ψ

]
d3r =

= − ih̄

2m

∫

V
(Ψ∇2Ψ∗ −Ψ∗∇2Ψ)d3r =

.. .

Dodajemy i odejmujemy ∇Ψ∇Ψ∗ i mamy

. . . = − ih̄

2m

∫

V
[(Ψ∇2Ψ∗ +∇Ψ∇Ψ∗)−

−(Ψ∗∇2Ψ +∇Ψ∇Ψ∗)]d3r =

= − ih̄

2m

∫

V
[∇(Ψ∇Ψ∗)−∇(Ψ∗∇Ψ)]d3r =

= − ih̄

2m

∫

V
[∇(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ)]d3r =

.. .

Oznaczmy

~j =
ih̄

2m
(Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ), (8.1.7)

i otrzymujemy w końcu
∫

V

∂

∂t
P (~r, t)d3r = −

∫

V
∇ ·~j d3r, (8.1.8)

lub ∫

V

[
∂

∂t
P (~r, t) +∇ ·~j

]
d3r = 0. (8.1.9)

Ponieważ V jest dowolnaι objeιtościaι, staιd wynika, że

∂

∂t
P (~r, t) +∇ ·~j = 0. (8.1.10)

Jest to tak zwane równanie ciaιgÃlości, przy czym P (~r, t) oznacza geιstość praw-
dopodobieństwa, a ~j geιstość strumienia praιdu prawdopodobieństwa.



RozdziaÃl 9

Rozpraszanie na potencjaÃlach

9.1 Bariera potencjaÃlu o skończonej wysokości i

nieskończonej szerokości

Rozważmy czaιstkeι o peιdzie ~p = h̄~k poruszajaιcaι sieι w kierunku osi x padajaιcaι na
bariereι potencjaÃlu V (x) określonaι w poniższy sposób

V (x) =

{
0 dla x ≤ 0,
V0 dla x > 0.

(9.1.1)

CaÃly obszar dzielimy na dwie czeιści i rozwiaιzujemy w nich niezależne od czasu
równanie Schrödingera

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x).

Dla x ≤ 0 (obszar I) niezależne od czasu równanie Schrödingera przyjmuje postać

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x), (9.1.2)

natomiast dla x > 0 (obszar II) mamy

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) = (E − V0)ψ(x). (9.1.3)

W obszarze I rozwiaιzanie jest takie samo, jak dla czaιstki swobodnej, czyli

ψI(x) = Aeikx + Be−ikx, A, B = const, (9.1.4)

gdzie

k =

√
2mE

h̄2 . (9.1.5)

Aby rozwiaιzać równanie w obszarze II wystarczy oznaczyć

E ′ = E − V0, (9.1.6)

47
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i dostajemy równanie podobne do poprzedniego

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) = E ′ψ(x). (9.1.7)

Stosujaιc analogiczne rozważania dostajemy rozwiaιzanie postaci

ψII(x) = Ceiκx + De−iκx, C, D = const, (9.1.8)

przy czym

κ =

√
2mE ′

h̄2 =

√
2m(E − V0)

h̄2 . (9.1.9)

Wiemy, że czaιstka pada z lewej strony, czyli w obszarze II nie może być fali idaιcej
w lewo, tak wieιc D = 0 (poza przypadkiem κ czysto urojonego). Staιd mamy

ψII(x) = Ceiκx, (9.1.10)

co prowadzi do

ψ(x) =

{
Aeikx + Be−ikx = ψI(x) dla x ≤ 0,
Ceiκx = ψII(x) dla x > 0.

(9.1.11)

Skorzystajmy z warunków zszycia

ψI(0) = ψII(0) (9.1.12)

i
d

dx
ψI(x)|x=0 =

d

dx
ψII(x)|x=0, (9.1.13)

skaιd dostajemy
A + B = C, k(A−B) = κC. (9.1.14)

Z tych dwóch równań w prosty sposób wyznaczamy, że

C =
2k

k + κ
A, (9.1.15)

B =
k − κ

2k
C =

k − κ

2k

2k

k + κ
A =

k − κ

k + κ
A. (9.1.16)

Podstawiajaιc jawne postacie k i κ, dostajemy

C =
2
√

E√
E +

√
E − V0

A, (9.1.17)

B =

√
E −√E − V0√
E +

√
E − V0

A. (9.1.18)

Czeιść funkcji falowej poruszajaιcaι sieι w kierunku osi x w obszarze I możemy inter-
pretować jako faleι padajaιcaι, czeιść poruszajaιcaι sieι w tym samym obszarze w drugaι

stroneι jako faleι odbitaι, natomiast funkcjeι falowaι poruszajaιcaι sieι w kierunku x w
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obszarze II jako faleι przepuszczonaι przez bariereι. Korzystajaιc z tej interpretacji
możemy obliczyć geιstość praιdu prawdopodobieństwa dla czaιstek padajaιcych ~jA,
odbitych~jB i przepuszczonych~jC . Pamieιtamy, że geιstość praιdu prawdopodobieństwa
definiujemy jako

~j =
ih̄

2m
(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ). (9.1.19)

Obliczmy geιstość praιdu prawdopodobieństwa dla czaιstek padajaιcych~jA, korzystajaιc
z powyższej definicji.

~jA =
ih̄

2m
(Aeikx∇(Aeikx)∗ − (Aeikx)∗∇Aeikx) =

=
ih̄

2m
(Aeikx∇A∗e−ikx − A∗e−ikx∇Aeikx) =

=
ih̄

2m
(|A|2eikx(−ik)e−ikx − |A|2e−ikxikeikx) =

=
ih̄

2m
(−2ik|A|2) =

h̄k

m
|A|2,

czyli mamy

~jA =
h̄k

m
|A|2. (9.1.20)

W analogiczny sposób obliczamy geιstość praιdu prawdopodobieństwa dla czaιstek
odbitych ~jB i przepuszczonych ~jC i mamy:

~jB =
h̄k

m
|B|2 (9.1.21)

oraz
~jC =

h̄κ

m
|C|2 (9.1.22)

(tylko dla κ rzeczywistego, dla κ czysto urojonego~jC = 0). Zdefiniujmy wspóÃlczynnik
odbicia R i wspóÃlczynnik przenikania T

R =

∣∣∣∣∣
~jB

~jA

∣∣∣∣∣ (9.1.23)

T =

∣∣∣∣∣
~jC

~jA

∣∣∣∣∣ . (9.1.24)

WspóÃlczynniki te saι miaraι prawdopodobieństwa odpowiednio odbicia i przeniknieιcia
czaιstki. W naszym przypadku wspóÃlczynniki te wyrażać sieι beιdaι wzorami

R =
∣∣∣∣
B

A

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣

√
E −√E − V0√
E +

√
E − V0

∣∣∣∣∣

2

(9.1.25)

oraz

T =
∣∣∣∣
C

A

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣

κ

k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
2
√

E√
E +

√
E − V0

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣

√
E − V0√

E

∣∣∣∣∣ . (9.1.26)
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Przeprowadźmy dyskusjeι otrzymanych przez nas wyników w zależności od wysokości
bariery potencjaÃlu V0 i od energii padajaιcej czaιstki E.

1. Jeżeli V0 = 0, to Ãlatwo wykazać, że R = 0 i T = 1, czyli odbicie nie jest
możliwe i wszystkie czaιstki przechodzaι przez bariereι.

2. Jeżeli E > V0 to czaιstka może zostać odbita lub przepuszczona, przy czym

ψII(x) = 2A

√
E√

E +
√

E − V0

e
i
h̄

√
2m(E−V0)x (9.1.27)

gdzie E − V0 jest liczbaι rzeczywistaι.

3. Jeżeli E = V0 to możliwe jest tylko odbicie, gdyż R = 1, a T = 0.

4. Jeżeli E < V0 to niemożliwe jest odbicie i przepuszczenie czaιstki, co wynika
nie ze wzoru (9.1.26), ale z definicji wektora geιstości praιdu, przy czym

ψII(x) = 2A

√
E(
√

E −√E − V0)

(
√

E +
√

E − V0)2
e−

1
h̄

√
2m(V0−E)x, (9.1.28)

gdzie V0 − E jest liczbaι rzeczywistaι dodatniaι.

9.2 Bariera potencjaÃlu o skończonej wysokości i

skończonej szerokości.

Niech czaιstka o peιdzie ~p = h̄~k pada na bariereι potencjaÃlu określonaι w poniższy
sposób

V (x) =





0 dla x < 0,
V0 dla 0 ≤ x ≤ a,
0 dla x > a.

(9.2.1)

Równanie Schrödingera dla tego zagadnienia jest postaci

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) =





Eψ(x) dla x < 0,
(E − V0)ψ(x) dla 0 ≤ x ≤ a,
Eψ(x) dla x > a.

(9.2.2)

1. Niech 0 < E < V0. Wówczas rozwiaιzanie równanie Schrödingera jest postaci

ψ(x) =





Aeikx + Be−ikx dla x < 0,
Feκx + Ge−κx dla 0 ≤ x ≤ a,
Ceikx + De−ikx dla x > a,

(9.2.3)
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przy czym A,B,C,D, F, G saι staÃlymi, natomiast

k =
1

h̄

√
2mE, (9.2.4)

κ =
1

h̄

√
2m(V0 − E), (9.2.5)

oraz obie liczby k i κ saι liczbami rzeczywistymi dodatnimi. ZaÃlóżmy, że nasza
czaιstka, znajdujaιc sieι w obszarze x < 0, porusza sieι w kierunku x i pada na bariereι.
Wówczas, D = 0, ponieważ w obszarze x > a może przebywać tylko fala przepusz-
czona, natomiast nie ma żadnej fali, w tym obszarze, w kierunku −x. Staιd funkcja
falowa jest postaci

ψ(x) =





Aeikx + Be−ikx dla x < 0,
Feκx + Ge−κx dla 0 ≤ x ≤ a,
Ceikx dla x > a.

(9.2.6)

Korzystajaιc z ciaιgÃlości funkcji falowej i jej pierwszej pochodnej w punktach 0 i a
(czyli z warunków zszycia)dostajemy ukÃlad czterech równań na staÃle A,B, C, F i G:

A + B = F + G,
ik(A−B) = κ(F −G),
Ceika = Feκa + Ge−κa,

ikCeika = κ(Feκa −Ge−κa).

(9.2.7)

Postaramy sieι teraz wyznaczyć A w funkcji C. Wymnóżmy pierwsze równanie przez
κ i dodajmy je oraz odejmijmy od równania drugiego, a nasteιpnie wymnóżmy trzecie
równanie również przez κ i dodajmy je oraz odejmijmy od równania czwartego. To
daje nam cztery poniższe równania

ik(A−B) + κ(A + B) = 2κF,
ik(A−B)− κ(A + B) = −2κG,

ikCeika + κCeika = 2κFeκa,
ikCeika − κCeika = −2κGe−κa.

(9.2.8)

Po wymnożeniu obustronnie równania trzeciego przez e−κa i czwartego przez eκa

dostajemy ukÃlad postaci

ik(A−B) + κ(A + B) = 2κF,
ik(A−B)− κ(A + B) = −2κG,

(ik + κ)Ce(ik−κ)a = 2κF,
(ik − κ)Ce(ik+κ)a = −2κG.

(9.2.9)

Ponieważ prawe strony równań odpowiednio pierwszego i trzeciego, oraz drugiego i
czwartego saι sobie równe, to ich lewe strony również powinny być sobie równe. Staιd
dostajemy ukÃlad dwóch równań.

ik(A−B) + κ(A + B) = (ik + κ)Ce(ik−κ)a,
ik(A−B)− κ(A + B) = (ik − κ)Ce(ik+κ)a.

(9.2.10)
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Po uporzaιdkowaniu dostajemy poniższy ukÃlad równań

(ik + κ)A− (ik − κ)B = (ik + κ)Ce(ik−κ)a,
(ik − κ)A− (ik + κ)B = (ik − κ)Ce(ik+κ)a.

(9.2.11)

Pierwsze z równań dzielimy przez ik − κ, a drugie przez ik + κ

ik + κ

ik − κ
A−B =

ik + κ

ik − κ
Ce(ik−κ)a, (9.2.12)

ik − κ

ik + κ
A−B =

ik − κ

ik + κ
Ce(ik+κ)a. (9.2.13)

Odejmijmy równanie pierwsze od drugiego

(
ik − κ

ik + κ
− ik + κ

ik − κ

)
A =

(
ik − κ

ik + κ
e(ik+κ)a − ik + κ

ik − κ
e(ik−κ)a

)
C (9.2.14)

Po uporzaιdkowaniu wyrazów z lewej strony mamy

4ikκ

k2 + κ2
A =

(
ik − κ

ik + κ
e(ik+κ)a − ik + κ

ik − κ
e(ik−κ)a

)
C. (9.2.15)

Staιd

A =
k2 + κ2

4ikκ

(
ik − κ

ik + κ
e(ik+κ)a − ik + κ

ik − κ
e(ik−κ)a

)
C. (9.2.16)

Geιstość praιdu prawdopodobieństwa czaιstek padajaιcych jA = |~jA| i czaιstek prze-
puszczonych przez bariereι jC = |~jC | wyrażać sieι beιdzie wzorami

jA =
h̄k

m
|A|2,

i

jC =
h̄k

m
|C|2.

Ponieważ obliczenia saι analogiczne jak w poprzednim przypadku, to podane zostaÃly
od razu gotowe wzory. WspóÃlczynnik przenikania jest równy

T =
jC

jA

=
∣∣∣∣
C

A

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
4ikκ

k2 + κ2

(
ik − κ

ik + κ
e(ik+κ)a − ik + κ

ik − κ
e(ik−κ)a

)−1
∣∣∣∣∣∣

2

. (9.2.17)

Można wykazać, że T ∈ 〈0, 1〉. Pamieιtajaιc, że T i R wyrażajaι prawdopodobieństwo
przej́scia lub odbicia sieι czaιstki od bariery, a że nic innego z czaιstkaι stać sieι nie
może, wolno wieιc nam napisać, że

T + R = 1 ⇒ (9.2.18)

⇒ R = 1− T (9.2.19)
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i w ten sposób mamy oba szukane wspóÃlczynniki.
Bardzo ważnym wnioskiem jest to, że dla czaιstki o energii niższej od energii ba-
riery potencjalnej istnieje niezerowe prawdopodobieństwo przej́scia przez taι bariereι.
Zjawisko to, niemożliwe w myśl praw opisujaιcych fizykeι klasycznaι, nazywane jest
zjawiskiem tunelowym. Powyższe rozważania pozwalajaι, choć w sposób bardzo up-
roszczony, zrozumieć rozpad promieniotwórczy α, czy też zjawiska wysteιpujaιce w
póÃlprzewodnikach.
2. Niech E = V0. Wówczas równanie Schrödingera jest postaci

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) =





Eψ(x) dla x < 0,
0 dla 0 ≤ x ≤ a,
Eψ(x) dla x > a.

(9.2.20)

Funkcja falowa beιdaιca jego rozwiaιzaniem dana jest wzorem

ψ(x) =





Aeikx + Be−ikx dla x < 0,
Fx + G dla 0 ≤ x ≤ a,
Ceikx + De−ikx dla x > a,

(9.2.21)

przy czym A,B,C,D, F i G saι staÃlymi, a

k =
1

h̄

√
2mE (9.2.22)

jest liczbaι rzeczywistaι, wieιkszaι od zera.
Tak jak w poprzednim przypadku wiemy, że D = 0 i korzystamy z ciaιgÃlości funkcji
i jej pierwszej pochodnej w 0 i w a, skaιd dostajemy ukÃlad czterech równań

A + B = G,
ik(A−B) = F,
Ceika = Fa + G,

ikCeika = F.

(9.2.23)

Wstawmy równanie pierwsze i drugie do równania trzeciego, skaιd mamy

ika(A−B) + A + B = Ceika. (9.2.24)

Po uporzaιdkowaniu mamy

(1 + ika)A + (1− ika)B = Ceika. (9.2.25)

Przyrównujaιc do siebie lewe strony równania drugiego i czwartego, dostajemy nowe
równanie

ik(A−B) = ikCeika, (9.2.26)

skaιd mamy
B = A− Ceika. (9.2.27)

Wstawiamy to do zmodyfikowanego poprzednio równania trzeciego

(1 + ika)A + (1− ika)(A− Ceika) = Ceika. (9.2.28)
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Upraszczajaιc powyższaι równość, dochodzimy do postaci

C =
2A

2− ika
e−ika. (9.2.29)

Korzystajaιc z obliczonego już wcześniej wyrażenia opisujaιcego wspóÃlczynnik przej́scia,
dostajemy

T =
∣∣∣∣
C

A

∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣

2

2− ika
e−ika

∣∣∣∣
2

=
4

4 + (ka)2
. (9.2.30)

Wnioskujaιc z wartości tych wspóÃlczynników możemy stwierdzić, że, inaczej niż dla
bariery o nieskończonej szerokości, czaιstka o energii równej wysokości bariery po-
tencjaÃlu może zostać przepuszczona lub odbita.
3. Niech E > V0. Wówczas równanie Schrödingera przyjmuje postać

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) =





Eψ(x) dla x < 0,
(E − V0)ψ(x) dla 0 ≤ x ≤ a,
Eψ(x) dla x > a.

(9.2.31)

Funkcja falowa beιdaιca jego rozwiaιzaniem jest postaci

ψ(x) =





Aeikx + Be−ikx dla x < 0,
Feiκx + Ge−iκx dla 0 ≤ x ≤ a,
Ceikx + De−ikx dla x > a,

(9.2.32)

przy czym

k =
1

h̄

√
2mE, (9.2.33)

κ =
1

h̄

√
2m(E − V0) (9.2.34)

i oba te wspóÃlczynniki saι liczbami rzeczywistymi, wieιkszymi od zera.
Analogicznie, jak w poprzednich przypadkach, wolno nam przyjaιć, że D = 0.
Korzystajaιc z warunków zszycia, dostajemy ukÃlad równań

A + B = F + G,
ik(A−B) = iκ(F −G),
Feiκa + Ge−iκa = Ceika,

iκ(Feiκa −Ge−iκa) = ikCeika.

(9.2.35)

Dodajemy i odejmujemy pierwsze równanie pomnożone przez κ od drugiego, a
nasteιpnie trzecie pomnożone przez κ od czwartego, skaιd dostajemy

(k + κ)A− (k − κ)B = 2κF,
(k − κ)A− (k + κ)B = −2κG,

2κFeiκa = (k + κ)Ceika,
−2κGe−iκa = (k − κ)Ceika.

(9.2.36)

Nasteιpnie mnożymy obustronnie równanie trzecie przez e−iκa i czwarte przez eiκa

(k + κ)A− (k − κ)B = 2κF,
(k − κ)A− (k + κ)B = −2κG,

2κF = (k + κ)Cei(k−κ)a,
−2κG = (k − κ)Cei(k+κ)a.

(9.2.37)
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Przyrównujemy do siebie lewaι stroneι równania pierwszego z prawaι stronaι równania
trzeciego, a potem posteιpujemy analogicznie z równaniem drugim i czwartym

(k + κ)A− (k − κ)B = (k + κ)Cei(k−κ)a, (9.2.38)

(k − κ)A− (k + κ)B = (k − κ)Cei(k+κ)a. (9.2.39)

Teraz wyznaczamy z obu równań B

k + κ

k − κ
(A− Cei(k−κ)a) = B, (9.2.40)

k − κ

k + κ
(A− Cei(k+κ)a) = B. (9.2.41)

Przyrównujaιc do siebie lewe strony, dostajemy równość poniższej postaci

k + κ

k − κ
(A− Cei(k−κ)a) =

k − κ

k + κ
(A− Cei(k+κ)a). (9.2.42)

Upraszczajaιc powyższe wyrażenie, dostajemy

4κk

k2 − κ2
A =

(
k + κ

k − κ
ei(k−κ)a − k − κ

k + κ
ei(k+κ)a

)
C, (9.2.43)

czyli

C =
4κk

k2 − κ2

(
k + κ

k − κ
ei(k−κ)a − k − κ

k + κ
ei(k+κ)a

)−1

A. (9.2.44)

Korzystajaιc z wcześniejszych rozważań możemy napisać, że

T = |C
A
|2 = | 4κk

k2 − κ2

(
k + κ

k − κ
ei(k−κ)a − k − κ

k + κ
ei(k+κ)a

)−1

|2 (9.2.45)

i że
R = 1− T. (9.2.46)

Można wykazać, że wartość wspóÃlczynnika przej́scia T nie zawsze jest równa jedności,
a wieιc czaιstki o energii wieιkszej od wysokości bariery potencjaÃlu może zostać jednak
przez niaι odbita. Czaιstka na pewno przejdzie przez bariereι tylko wtedy, gdy T = 1.
Energie odpowiadajaιce temu przypadkowi to tak zwane energie rezonansowe.

9.3 Prostokaιtna studnia potencjaÃlu o skończonej

gÃleιbokości

Niech dana beιdzie studnia potencjaÃlu zdefiniowana wzorem

V (x) =





0 dla x < −a,
−V0 dla − a ≤ 0 ≤ a,
0 dla x > a.

(9.3.1)
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Rozważmy czaιstkeι o energii mniejszej od zera, ale wieιkszej od −V0, −V0 < E < 0
(rozpatrujemy stany zwiaιzane). Równanie Schrödingera opisujaιce taι czaιstkeι jest
postaci

− h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) =





Eψ(x) dla x < −a,
(E + V0)ψ(x) dla − a ≤ x ≤ a,
Eψ(x) dla x > a.

(9.3.2)

Rozwiaιzaniem tego równania jest funkcja falowa

ψ(x) =





Aekx + Be−kx dla x < −a,
F cos(κx) + G sin(κx) dla − a ≤ x ≤ a,
Cekx + De−kx dla x > a,

(9.3.3)

przy czym A, B, C, D, F i G saι staÃlymi, a

k =
1

h̄

√
−2mE (9.3.4)

i

κ =
1

h̄

√
2m(E + V0) (9.3.5)

saι liczbami rzeczywistymi wieιkszymi od zera.
Ponieważ dla x < a i x > a istnieje skończone prawdopodobieństwo znalezienia
czaιstki, to czÃlony daιżace do nieskończoności muszaι znikać. Staιd wolno nam przyjaιć,
że B = 0 i C = 0. Zatem funkcja falowa przyjmuje postać

ψ(x) =





Aekx dla x < −a
F cos(κx) + G sin(κx) dla − a ≤ x ≤ a
De−kx dla x > a.

(9.3.6)

Korzystajaιc z warunków zszycia dla x = a i x = −a, dostajemy ukÃlad czterech
równań

Ae−ka = F cos(κa)−G sin(κa)
kAe−ka = κ(F sin(κa) + G cos(κa))

De−ka = F cos(κa) + G sin(κa)
−kDe−ka = −κ(F sin(κa)−G cos(κa)).

(9.3.7)

Dodajmy i odejmijmy równanie pierwsze od trzeciego, a nasteιpnie postaιpmy ana-
logicznie z równaniami drugim i czwartym.

2F cos(κa) = (A + D)e−ka

2G sin(κa) = (D − A)e−ka

2κF sin(κa) = k(A + D)e−ka

2κG cos(κa) = −k(D − A)e−ka.

(9.3.8)

Z matematyki wiadomo, że wolno nam obrać jednaι ze staÃlych dowolnie. Wobec tego
niech na poczaιtek G = 0. Wówczas mamy ukÃlad równań postaci

2F cos(κa) = (A + D)e−ka,
0 = (D − A)e−ka,

2κF sin(κa) = k(A + D)e−ka,
0 = −k(D − A)e−ka.

(9.3.9)
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Z równania drugiego (lub czwartego) w prosty sposób dostajemy, że:

A = D. (9.3.10)

Podstawiamy to pierwszego równania i mamy

F = A
1

cos(κa)
e−ka. (9.3.11)

Z kolei to podstawiamy do równania trzeciego skaιd dostajemy

k = κtg(κa). (9.3.12)

Funkcja falowa jest postaci

ψ(x) =





Aekx dla x < −a,

A e−ka

cos(κa)
cos(κx) dla − a ≤ x ≤ a,

Ae−kx dla x > a.

(9.3.13)

Funkcja ta jest parzysta.
Teraz przyjmijmy, że F = 0. Wykonujaιc analogiczne rachunki jak powyżej, dosta-
jemy

k = −κctg(κa) (9.3.14)

A = −D (9.3.15)

G = A
1

sin(κa)
eka. (9.3.16)

Staιd funkcja falowa jest postaci

ψ(x) =





Aekx dla x < −a,

−A e−ka

sin(κa)
sin(κx) dla − a ≤ x ≤ a,

−Ae−kx dla x > a.

(9.3.17)

Ta funkcja jest nieparzysta.
Pamieιtajaιc, że

k =
1

h̄

√
−2mE > 0,

i że

κ =
1

h̄

√
2m(E + V0) > 0,

możemy napisać

k2 + κ2 =
2m

h̄2 V0. (9.3.18)

Pamieιtamy również, że dla parzystej funkcji falowej mamy

k = κtg(κa),

a dla nieparzystej
k = −κctg(κa).
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Wprowadźmy nowe zmienne

η = ka, ξ = κa. (9.3.19)

Wówczas dostajemy dwa ukÃlady równań przesteιpnych (jeden dla parzystej funkcji
falowej, a drugi dla nieparzystej)

η = ξtg(ξ),

η2 + ξ2 = 2ma2

h̄2 V0,
(9.3.20)

i
η = −ξctg(ξ),

η2 + ξ2 = 2ma2

h̄2 V0.
(9.3.21)

Korzystajaιc z drugiego równania w dowolnym z powyższych ukÃladów równań, możemy
wyznaczyć wartości wÃlasne energii

η2 + ξ2 =
2ma2

h̄2 V0 ⇒ η2 =
2ma2

h̄2 V0 − ξ2 =
2ma2

h̄2 V0 − a2κ2 =

=
2ma2

h̄2 V0 − a2 1

h̄2 2m(E + V0) = −2ma2

h̄2 E ⇒

En = − h̄2

2ma2
η2. (9.3.22)

Powyższe ukÃlady równań w najprostszy sposób można rozwiaιzć graficznie i uzyskać
w ten sposób kolejne wartości η, które umożliwiajaι nam wyznaczenie wartości wÃlas-
nych.



RozdziaÃl 10

Stany parzyste i nieparzyste

Jeżeli potencjaÃl jest funkcjaι parzystaι (tzn. V (x) = V (−x)) to funkcje wÃlasne Hamil-
tonianu Ĥ dla stanów zwiaιzanych w przypadku jednowymiarowym beιdaι jedynie
parzyste (tzn. ψ(x) = ψ(−x)), baιdź nieparzyste (tzn. ψ(x) = −ψ(−x)).
Dowód
W celu przeprowadzenia dowodu wprowadźmy operator parzystości P̂ zdefiniowany
w nasteιpujaιcy sposób

P̂ψ(x) = ψ(−x), (10.1)

gdzie ψ(x) jest dowolnaι funkcjaι należaιcaι do przestrzeni L2. Korzystajaιc z definicji,
Ãlatwo obliczyć, że

P̂ 2ψ(x) = P̂ (P̂ψ(x)) = P̂ψ(−x) = ψ(x). (10.2)

Zapiszmy równanie wÃlasne dla tego operatora.

P̂ψ(x) = αψ(x). (10.3)

DziaÃlamy na obie strony operatorem P̂ i mamy

P̂ 2ψ(x) = α(P̂ψ(x)). (10.4)

Staιd
ψ(x) = α2ψ(x), (10.5)

czyli
α2 = 1, (10.6)

a staιd
α = ±1. (10.7)

Kiedy α = 1, to równanie wÃlasne przyjmuje postać

P̂ψ(x) = ψ(x). (10.8)

Staιd mamy, że
ψ(−x) = ψ(x). (10.9)
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Natomiast kiedy α = −1, to dostajemy równanie wÃlasne postaci

P̂ψ(x) = −ψ(x) (10.10)

skaιd
ψ(−x) = −ψ(x) (10.11)

Czyli funkcja wÃlasna operatora parzystości P̂ jest parzysta dla wartości wÃlasnej
α = 1 i nieparzysta dla wartości wÃlasnej α = −1 (saι to jedyne wartości wÃlasne
tego operatora). Teraz musimy udowodnić, że przy parzystym potencjale (tzn.
V (x) = V (−x)) hamiltonian Ĥ komutuje z operatorem parzystości P̂ . Wówczas
beιdaι one miaÃly te same funkcje wÃlasne, czyli tylko parzyste lub nieparzyste. Oper-
ator Hamiltona Ĥ jest postaci

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x), V (x) = V (−x). (10.12)

Obliczmy komutator [Ĥ, P̂ ], dziaÃlajaιc nim na dowolnaι funkcjeι próbnaι ψ(x) z przes-
trzeni L2.

[Ĥ, P̂ ]ψ(x) = ĤP̂ψ(x)− P̂ Ĥψ(x) =

= − h̄2

2m

d2

dx2
(P̂ψ(x)) + V (x)P̂ψ(x)− P̂

(
h̄2

2m

d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x)

)
=

= − h̄2

2m

d2

dx2
ψ(−x) + V (x)ψ(−x) +

h̄2

2m

d2

dx2
ψ(−x)− V (−x)ψ(−x) =

= V (x)ψ(−x)− V (−x)ψ(−x).

PotencjaÃl z zaÃlożenia jest parzysty, czyli V (x) = V (−x), skaιd

V (x)ψ(−x)− V (−x)ψ(−x) = 0. (10.13)

Dlatego
[Ĥ, P̂ ] = 0, (10.14)

czyli funkcje wÃlasne Hamiltonianu Ĥ beιdaι również parzyste, baιdź nieparzyste.
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Liniowy oscylator harmoniczny

11.1 Wartości wÃlasne i funkcje wÃlasne. Wielomia-

ny Hermite’a.

Rozważmy czaιstkeι poruszajaιcaι sieι pod wpÃlywem siÃly

F = −kx. (11.1.1)

Korzystajaιc z faktu, że

F = − d

dx
V (x), (11.1.2)

możemy wyznaczyć potencjaÃl pochodzaιcy od siÃly ~F

V (x) =
kx2

2
(11.1.3)

PotencjaÃl jest parzysty, czyli, korzystajaιc z wiadomości zawartych w poprzednim
rozdziale, wiemy, że funkcje wÃlasne hamiltonianu Ĥ mogaι być tylko parzyste lub
nieparzyste. Zapiszmy hamiltonian Ĥ

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+

kx2

2
. (11.1.4)

Wprowadźmy oznaczenie

ω =

√
k

m
, (11.1.5)

wówczas

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+

1

2
mω2x2. (11.1.6)

Ponieważ potencjaÃl nie zależy od czasu, wieιc mamy zagadnienie stacjonarne, czyli
musimy rozwiaιzać niezależne od czasu równanie Schrödingera

Ĥϕ(x) = Eϕ(x).
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Po podstawieniu jawnej postaci hamiltonianu mamy

− h̄2

2m

d2

dx2
ϕ(x) +

1

2
mω2x2ϕ(x) = Eϕ(x). (11.1.7)

Mnożymy obie strony przez 2
ωh̄

i dostajemy

− h̄

mω

d2

dx2
ϕ(x) +

mω

h̄
x2ϕ(x) =

2E

h̄ω
ϕ(x). (11.1.8)

Wprowadzajaιc oznaczenia

α =

√
mω

h̄
, (11.1.9)

λ =
2E

h̄ω
, (11.1.10)

dostajemy

− 1

α2

d2

dx2
ϕ(x) + α2x2ϕ(x) = λϕ(x). (11.1.11)

Wprowadźmy nowaι zmiennaι

ξ = αx, (11.1.12)

wtedy
d

dx
=

dξ

dx

d

dξ
= α

d

dξ
, (11.1.13)

d2

dx2
=

d

dx

d

dx
= α2 d2

dξ2
. (11.1.14)

Po zamianie zmiennych w równaniu mamy

− d2

dξ2
ψ(ξ) + ξ2ψ(ξ) = λψ(ξ), (11.1.15)

przy czym ϕ(x) = ψ(ξ). Po uporzaιdkowaniu równanie przyjmuje postać

d2

dξ2
ψ(ξ) + (λ− ξ2)ψ(ξ) = 0. (11.1.16)

Rozpatrzmy teraz przypadek dla bardzo dużych ξ (ξ → +∞). Wówczas w równaniu
możemy pominaιć λ, co prowadzi do równania

d2

dξ2
ψ(ξ)− ξ2ψ(ξ) = 0. (11.1.17)

Zgadujemy rozwiaιzanie (z dokÃladnościaι do staÃlej)

ψ(ξ) = e±
ξ2

2 . (11.1.18)

Sprawdźmy czy jest ono rzeczywíscie rozwiaιzaniem naszego równania

ψ(ξ) = e±
ξ2

2 ,
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ψ′(ξ) = ±ξe±
ξ2

2 ,

ψ′′(ξ) = ±e±
ξ2

2 + (±)2ξ2e±
ξ2

2 ,

ψ′′(ξ) = (±1 + ξ2)e±
ξ2

2 .

Pamieιtamy, że ξ → +∞, czyli wolno nam pominaιć ±1. Ostatecznie mamy

ψ′′(ξ) = ξ2e±
ξ2

2 .

Po podstawieniu obliczonych powyżej wyrażeń (tzn.ψ(x) i ψ′(x)) do równania (11.1.17)
mamy

ξ2e±
ξ2

2 ψ(ξ)− ξ2e±
ξ2

2 ψ(ξ) = 0,

a wieιc funkcja ψ(ξ) postaci

ψ(ξ) = e±
ξ2

2 ,

jest rozwiaιzaniem bezczasowego równania Schrödingra dla naszego zagadnienia dla

bardzo dużych ξ (ξ → +∞). Musimy zwrócić uwageι na fakt, że ψ(ξ) = e+ ξ2

2 przy
ξ → +∞ daιży do nieskończoności, a nas interesujaι tylko takie rozwiaιzania, które
daιżaι do zera (czyli takie, które można unormować). Dlatego ze wzgleιdów fizycznych

odrzucamy rozwiaιzanie ψ(ξ) = e+ ξ2

2 i mamy rozwiaιznie ψ(ξ) = e−
ξ2

2 .
Weźmy teraz dowolne ξ. Postulujemy, że rozwiaιzanie beιdzie postaci

ψ(ξ) = e−
ξ2

2 H(ξ), (11.1.19)

gdzie H(ξ) oznacza jakaίs funkcjeι. Obliczmy pierwszaι i drugaι pochodnaι ψ(ξ)

ψ′(ξ) = −ξe−
ξ2

2 H(ξ) + e−
ξ2

2 H ′(ξ) = (−ξH(ξ) + H ′(ξ))e−
ξ2

2 ,

ψ′′(ξ) = (−H(ξ)− ξH ′(ξ) + H ′′(ξ))e−
ξ2

2 − ξ(−ξH(ξ) + H ′(ξ))e−
ξ2

2 =

= (H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (ξ2 − 1)H(ξ))e−
ξ2

2 .

Wstawiamy to do równania i dostajemy

(H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (ξ2 − 1)H(ξ))e−
ξ2

2 + (λ− ξ2)e−
ξ2

2 H(ξ) = 0. (11.1.20)

Dzielimy obustronnie przez e−
ξ2

2

H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (ξ2 − 1)H(ξ) + (λ− ξ2)H(ξ) = 0. (11.1.21)

PrzeksztaÃlcajaιc, mamy

H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) + (λ− 1)H(ξ) = 0. (11.1.22)

Rozpatrzymy to równanie oddzielnie dla przypadku funkcji parzystych i funkcji
nieparzystych. Ponieważ rozwiaιzanie jest postaci

ψ(ξ) = e−
ξ2

2 H(ξ),
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a wyraz e−
ξ2

2 jest zawsze parzysty, to funkcja H(ξ) musi być parzysta, baιdź niepa-
rzysta. Zacznijmy od funkcji wÃlasnej parzystej, czyli parzystego H(ξ). Możemy go
zapisać jako

H(ξ) =
+∞∑

k=0

ckξ
2k. (11.1.23)

Naszym zadaniem jest znalezienie wzoru określajaιcego wspóÃlczynniki ck. Obliczmy
pierwszaι i drugaι pochodnaι H(ξ):

H ′(ξ) =
+∞∑

k=0

2kckξ
2k−1, (11.1.24)

H ′′(ξ) =
+∞∑

k=0

2k(2k − 1)ckξ
2k−2 (11.1.25)

i wstawmy je do równania Hermite’a

+∞∑

k=0

2k(2k − 1)ckξ
2k−2 −

+∞∑

k=0

4kckξ
2k +

+∞∑

k=0

(λ− 1)ckξ
2k = 0. (11.1.26)

W pierwszym czÃlonie wolno nam sumować od 1, gdyż dla k = 0 caÃle wyrażenie sieι
zeruje, czyli ten czÃlon możemy przepisać jako

+∞∑

k=0

2k(2k − 1)ckξ
2k−2 =

+∞∑

k=1

2k(2k − 1)ckξ
2k−2 =

.. .

Teraz zamieniamy indeksy z k na k + 1

. . . =
+∞∑

k=0

2(k + 1)(2k + 1)ck+1ξ
2k.

Wstawiamy to do równania

+∞∑

k=0

2(k + 1)(2k + 1)ck+1ξ
2k −

+∞∑

k=0

4kckξ
2k +

+∞∑

k=0

(λ− 1)ckξ
2k = 0.

Wciaιgamy wszystko pod wspólnaι sumeι

+∞∑

k=0

(2(k + 1)(2k + 1)ck+1 + (λ− 1− 4k)ck)ξ
2k = 0. (11.1.27)

Korzystajaιc z niezależności liniowej funkcji ξ2k wnioskujemy, że

2(k + 1)(2k + 1)ck+1 + (λ− 1− 4k)ck = 0, k = 0, 1, 2, . . . (11.1.28)

skaιd możemy wyznaczyć rekurencyjny wzór na ck+1

ck+1 =
4k + 1− λ

2(k + 1)(2k + 1)
ck. (11.1.29)
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Staιd, jeśli c0 jest różne od zera i jeśli je znamy, to znamy też wszystkie wspóÃlczynniki
ck. Wielomian H(ξ) ma być skończonego stopnia, czyli musimy urwać sumeι na
którymś z wyrazów. Na przykÃlad niech to beιdzie wyraz cN (k = N), czyli cN+1 = 0
(i wszystkie pozostaÃle też).

cN+1 = 0 ⇒ 4N + 1− λ

2(N + 1)(2N + 1)
cN = 0 ⇒ (11.1.30)

⇒ 4N + 1− λ = 0 ⇒ λ = 4N + 1, N = 0, 1, 2, . . . (11.1.31)

czyli

λ = 1, 5, 9, . . . (11.1.32)

Kwantowanie energii wynika bezpośrednio ze wzoru (11.1.10).
Zajmijmy sieι teraz przypadkiem funkcji wÃlasnych nieparzystych. Postulujemy,

że saι one postaci

H(ξ) =
+∞∑

k=0

dkξ
2k+1. (11.1.33)

Pierwsza i druga pochodna wynoszaι odpowiednio

H ′(ξ) =
+∞∑

k=0

(2k + 1)dkξ
2k, (11.1.34)

H ′′(ξ) =
+∞∑

k=0

2k(2k + 1)dkξ
2k−1. (11.1.35)

Podstawiamy to do równania

+∞∑

k=0

2k(2k + 1)dkξ
2k−1 −

+∞∑

k=0

2(2k + 1)dkξ
2k+1 +

+∞∑

k=0

(λ− 1)dkξ
2k+1 = 0,

skaιd
+∞∑

k=0

2k(2k + 1)dkξ
2k−1 +

+∞∑

k=0

(λ− 1− 4k − 2)dkξ
2k+1 = 0. (11.1.36)

Analogicznie jak dla funkcji parzystych w pierwszej sumie przechodzimy z k do k+1

+∞∑

k=0

2k(2k + 1)dkξ
2k−1 ⇒

+∞∑

k=−1

2(k + 1)(2k + 3)dk+1ξ
2k+1 ⇒

⇒
+∞∑

k=0

2(k + 1)(2k + 3)dk+1ξ
2k+1.

Staιd mamy

+∞∑

k=0

2(k + 1)(2k + 3)dk+1ξ
2k+1 +

+∞∑

k=0

(λ− 1− 4k − 2)dkξ
2k+1 = 0.
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Po uporzaιdkowaniu wyrażenia i wciaιgnieιciu wszystkich wyrazów pod wspólnaι sumeι
mamy

+∞∑

k=0

(2(k + 1)(2k + 3)dk+1 + (λ− 1− 4k − 2)dk)ξ
2k+1 = 0. (11.1.37)

Korzystajaιc z niezależności liniowej funkcji ξ2k+1, możemy napisać, że

2(k + 1)(2k + 3)dk+1 + (λ− 4k − 3)dk = 0, k = 0, 1, 2, . . . (11.1.38)

skaιd

dk+1 =
λ− 4k − 3

2(k + 1)(2k + 3)
dk. (11.1.39)

Korzystajaιc z tego, że H(ξ) jest wielomianem skończonego rzeιdu, urywamy sumowanie
na N -tym wyrazie, czyli

dN+1 = 0 ⇒ λ− 4N − 3

2(N + 1)(2N + 3)
dN = 0 ⇒ λ− 4N − 3 = 0

⇒ λ = 4N + 3, N = 0, 1, 2, . . . , (11.1.40)

czyli
λ = 3, 7, 11, . . .

Wartości wÃlasne dla funkcji parzystych i nieparzystych przedstawiajaι sieι nasteιpujaιco

λ = 1, 3, 5, 7, 11, . . .

Saι to kolejne liczby nieparzyste, czyli możemy to zapisać krócej jako

λ = 2n + 1, n = 0, 1, 2, . . . (11.1.41)

Wstawiajaιc powyższe wyrażenie za λ do równania dostajemy tzw. równanie Her-
mite’a

H ′′
n(ξ)− 2ξH ′

n(ξ) + 2nHn(ξ) = 0. (11.1.42)

Ponieważ

λ =
2E

h̄ω
(11.1.43)

to

2n + 1 =
2E

h̄ω
⇒ En =

h̄ω

2
(2n + 1) = h̄ω(n +

1

2
). (11.1.44)

Energie wÃlasne oscylatora saι skwantowane. Wypiszmy kilka pierwszych wartości
wÃlasnych energii

E0 =
h̄ω

2
,

E1 =
3

2
h̄ω,

E2 =
5

2
h̄ω.
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Ważnym faktem jest to, że
En+1 − En = h̄ω. (11.1.45)

Każdej wartości wÃlasnejEn odpowiada funkcja wÃlasna postaci

ψn(ξ) = Nne−
ξ2

2 Hn(ξ), (11.1.46)

gdzie Nn jest czynnikiem normalizacyjnym.
Pamieιtamy, że ξ = αx, oraz, że ψ(ξ) = ϕ(x). Staιd mamy

ϕn(x) = ψn(αx) = Nne−
α2x2

2 Hn(αx). (11.1.47)

Obliczanie wspóÃlczynników w wyrażeniu na Hn(αx) jest zbyt pracochÃlonne. Z
matematyki wiemy, że wielomiany Hermite’a Hn(ξ) wyrażajaι sieι wzorem

Hn(ξ) = (−1)neξ2 dn

dξn
e−ξ2

(11.1.48)

(jest to tak zwany wzór Rodriguesa). Wypiszmy kilka pierwszych wielomianów
Hermite’a

H0(ξ) = 1,

H1(ξ) = 2ξ,

H2(ξ) = 4ξ2 − 2.

WspóÃlczynnik przy najwyższej poteιdze wielomianu Hn(ξ) wynosi 2n.

11.2 Funkcje tworzaιce

Funkcja tworzaιca wielomianu Hermite’a dana jest wzorem

G(ξ, s) = e−s2+2sξ =
+∞∑

n=0

Hn(ξ)

n!
sn. (11.2.1)

Obliczmy pochodnaι G(ξ, s) wzgleιdem ξ. Najpierw skorzystamy z drugiego czÃlonu
powyższej równości

G′(ξ, s) = 2se−s2+2sξ = 2s
+∞∑

n=0

Hn(ξ)

n!
sn. (11.2.2)

Teraz skorzystamy z trzeciego czÃlonu równości (11.2.1)

G′(ξ, s) =
+∞∑

n=0

H ′
n(ξ)

n!
sn. (11.2.3)

Te dwa szeregi powinny być sobie równe. Aby to zachodziÃlo to wspóÃlczynniki przy
tych samych poteιgach s powinny być sobie równe. Staιd mamy

2Hn−1(ξ)

(n− 1)!
sn =

H ′
n(ξ)

n!
sn. (11.2.4)
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Po uproszczeniu tego wyrażenia dochodzimy do poniższego wzoru

H ′
n(ξ) = 2nHn−1(ξ). (11.2.5)

Staιd obliczamy, że

H ′′
n(ξ) = (H ′

n(ξ))′ = (2nHn−1(ξ))
′ = 2n(Hn−1(ξ))

′ = 4n(n− 1)Hn−2(ξ).

Pamieιtamy, że równanie Hermite’a jest postaci

H ′′
n(ξ)− 2ξH ′

n(ξ) + 2nHn(ξ) = 0

i podstawiamy do niego obliczone wyrażenia na pochodne H ′
n(ξ) i H ′′

n(ξ) :

4n(n− 1)Hn−2(ξ)− 2ξ2nHn−1(ξ) + 2nHn(ξ) = 0. (11.2.6)

Dzielimy obustronnie przez 2n

2(n− 1)Hn−2(ξ)− 2ξHn−1(ξ) + Hn(ξ) = 0. (11.2.7)

Po uporzaιdkowaniu dostajemy wzór rekurencyjny

Hn(ξ) = 2ξHn−1(ξ)− 2(n− 1)Hn−2(ξ). (11.2.8)

Korzystajaιc z funkcji tworzaιcej wielomianu Hermite’a możemy unormować funkcje
wÃlasne oscylatora harmonicznego. Z poprzednich rozważań wiemy, że saι one postaci

ϕn(x) = Nne−
α2x2

2 Hn(αx).

Z warunku normalizacyjnego wiemy, że

1 =
∫ +∞

−∞
|ϕn(x)|2dx = N2

n

∫ +∞

−∞
e−α2x2

H2
n(αx)dx, (11.2.9)

przy czym N2
n = |Nn|2 z dokÃladnościaι do czynnika fazowego. Podstawiamy

ξ = αx (11.2.10)

i mamy

1 =
N2

n

α

∫ +∞

−∞
e−ξ2

H2
n(ξ)dξ. (11.2.11)

Obliczmy pomocniczaι caÃlkeι
∫ +∞

−∞
e−ξ2

G(ξ, s)G(ξ, t)dξ, (11.2.12)

przy czym

G(ξ, s) = e−s2+2sξ =
+∞∑

n=0

Hn(ξ)

n!
sn (11.2.13)
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G(ξ, t) = e−t2+2tξ =
+∞∑

m=0

Hm(ξ)

m!
tm. (11.2.14)

Najpierw skorzystajmy z przedstawienia funkcji tworzaιcych w postaci sum

∫ +∞

−∞
e−ξ2

G(ξ, s)G(ξ, t)dξ =
∫ +∞

−∞
e−ξ2

+∞∑

n=0

Hn(ξ)

n!
sn

+∞∑

m=0

Hm(ξ)

m!
tmdξ =

=
+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

sntm

n!m!

∫ +∞

−∞
e−ξ2

Hn(ξ)Hm(ξ)dξ.

Teraz obliczamy taι samaι caÃlkeι, korzystajaιc z postaci wykÃladniczej funkcji tworzaιcych

∫ +∞

−∞
e−ξ2

G(ξ, s)G(ξ, t)dξ =
∫ +∞

−∞
e−ξ2

e−s2+2sξe−t2+2tξdξ =

=
∫ +∞

−∞
e−ξ2−s2+2sξ−t2+2tξdξ =

.. .

mnożymy i dzielimy wyrażenie przez e2st

. . . =
∫ +∞

−∞
e−ξ2−s2+2sξ−t2+2tξ−2st+2stdξ =

.. .

wyciaιgamy e2st przed caÃlkeι

. . . = e2st
∫ +∞

−∞
e−ξ2−s2+2sξ−t2+2tξ−2stdξ =

.. .

Korzystajaιc z wzorów skróconego mnożenia, wiemy, że

ξ2 + s2 − 2sξ + t2 − 2tξ + 2st = (ξ − s− t)2,

staιd
. . . = e2st

∫ +∞

−∞
e−(ξ−s−t)2dξ =

.. .

Dokonajmy podstawienia

η = ξ − s− t ⇒ dη = dξ,

czyli mamy
. . . = e2st

∫ +∞

−∞
e−η2

dη = e2st
√

π =
.. .

Wiemy, że funkcja eksponencjalna zdefiniowana jest nasteιpujaιco

ex =
+∞∑

n=0

xn

n!
,

skaιd dostajemy

. . . =
√

π
+∞∑

n=0

(2ts)n

n!
=

+∞∑

n=0

√
π2ntnsn

n!
=

+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

√
π2ntmsn

m!
δmn.
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Przyrównujaιc te dwa wyniki, mamy

+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

sntm

n!m!

∫ +∞

−∞
e−ξ2

Hn(ξ)Hm(ξ)dξ =
+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

√
π2ntmsn

m!
δmn, (11.2.15)

skaιd
sntm

n!m!

∫ +∞

−∞
e−ξ2

Hn(ξ)Hm(ξ)dξ =

√
π2ntmsn

m!
δmn (11.2.16)

skaιd ∫ +∞

−∞
e−ξ2

Hn(ξ)Hm(ξ)dξ = n!
√

π2nδmn. (11.2.17)

Wstawiajaιc powyższy wynik do warunku normalizacyjnego, mamy

1 =
N2

n

α

∫ +∞

−∞
e−ξ2

H2
n(ξ)dξ = n!

√
π2n (11.2.18)

staιd

Nn =

√
α

n!
√

π2n
. (11.2.19)

Unormowana funkcja wÃlasna odpowiadajaιca wartości wÃlasnej

En =
h̄ω

2
(2n + 1) (11.2.20)

jest postaci

ψn(ξ) =

√
α

n!
√

π2n
e−

ξ2

2 Hn(ξ), (11.2.21)

gdzie
ξ = αx,

α =

√
mω

h̄
.

Funkcje {ψn(ξ)} tworzaι zbiór ortonormalny, to znaczy

∫ +∞

−∞
ψn(αx)ψm(αx)dx = δmn. (11.2.22)

Wówczas {ϕn(x)} również tworzaι zbiór ortonormalny, czyli

∫ +∞

−∞
ϕn(x)ϕm(x)dx = δmn. (11.2.23)

Jest to równoważne zapisowi
〈ϕn|ϕm〉 = δmn. (11.2.24)



RozdziaÃl 12

Moment peιdu

12.1 Moment peιdu w mechanice kwantowej

Niech beιdaι dane dwa wektory

~r = (x, y, z), (12.1.1)

~p = (px, py, pz). (12.1.2)

W mechanice klasycznej moment peιdu zdefiniowany jest nasteιpujaιcaι relacjaι

~L = ~r × ~p =

∣∣∣∣∣∣∣

~̂e1 ~̂e2 ~̂e3

x y z
px py pz

∣∣∣∣∣∣∣
, (12.1.3)

~L = ~̂e1(ypz − zpy) + ~̂e2(zpx − xpz) + ~̂e3(xpy − ypx) = Lx ~̂e1 + Ly ~̂e2 + Lz ~̂e3. (12.1.4)

ÃLatwo sprawdzić, że
~L× ~L = 0. (12.1.5)

Przejdźmy teraz do mechaniki kwantowej. SkÃladowe wektorów musimy zastaιpić
operatorami. Schematycznie dla x-owej skÃladowej możemy to zapisać jako

x → x̂ = x (12.1.6)

px → p̂x = −ih̄
∂

∂x
. (12.1.7)

Orbitalny moment peιdu możemy zapisać jako

~̂L = (L̂x, L̂y, L̂z), (12.1.8)

gdzie

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y, (12.1.9)

L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z, (12.1.10)

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x. (12.1.11)

71
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Po podstawieniu jawnej postaci operatorów, mamy

L̂x = −ih̄(y
∂

∂z
− z

∂

∂y
) (12.1.12)

L̂y = −ih̄(z
∂

∂x
− x

∂

∂z
) (12.1.13)

L̂z = −ih̄(x
∂

∂y
− y

∂

∂x
). (12.1.14)

Obliczmy komutator [L̂x, L̂y], pamieιtajaιc, że

[x̂, p̂x] = ih̄. (12.1.15)

Mamy
[L̂x, L̂y] = L̂xL̂y − L̂yL̂x =

= (ŷp̂z − ẑp̂y)(ẑp̂x − x̂p̂z)− (ẑp̂x − x̂p̂z)(ŷp̂z − ẑp̂y) =

= ŷp̂xẑp̂x − ŷp̂zx̂p̂z − ẑp̂yẑp̂x + ẑp̂yx̂p̂z−
−ẑp̂xŷp̂z + ẑp̂xẑp̂y + x̂p̂zŷp̂z − x̂p̂z ẑp̂y =

= p̂z ẑ(ŷp̂x − x̂p̂y) + ẑp̂z(p̂yx̂− p̂xŷ) =

= −p̂z ẑL̂z + ẑp̂zL̂z = (−p̂z ẑ + ẑp̂z)L̂z =

= −[p̂z, ẑ]L̂z = ih̄L̂z ⇒
⇒ [L̂x, L̂y] = ih̄L̂z. (12.1.16)

Analogicznie
[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x, (12.1.17)

[L̂z, L̂x] = ih̄L̂y. (12.1.18)

Uogólniajaιc, możemy zapisać
[L̂i, L̂j] = ih̄L̂k, (12.1.19)

gdzie (i, j, k) oznacza dowolnaι, parzystaι permutacjeι (x, y, z). Zatem, skÃladowe mo-
mentu peιdu nie komutujaι ze sobaι. Możemy udowodnić, że

~̂L× ~̂L = ih̄~̂L (12.1.20)

~̂L× ~̂L =

∣∣∣∣∣∣∣∣

~̂e1 ~̂e1 ~̂e1

L̂x L̂y L̂z

L̂x L̂y L̂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= ~̂e1(L̂yL̂z − L̂zL̂y) + ~̂e2(L̂zL̂x − L̂xL̂z) + ~̂e3(−L̂yL̂x + L̂xL̂y) =

= ~̂e1[L̂y, L̂z] + ~̂e2[L̂z, L̂x] + ~̂e3[L̂x, L̂y] = ~̂e1ih̄L̂x + ~̂e2ih̄L̂y + ~̂e3ih̄L̂z =

= ih̄~̂L.
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Wynik, który otrzymalísmy jest różny od analogicznego wyniku w mechanice klasy-
cznej.

Zajmijmy sieι teraz operatorem kwadratu momenty peιdu ~̂L 2

~̂L 2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z. (12.1.21)

Obliczmy komutator [~̂L 2, L̂x]

[~̂L 2, L̂x] = [L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, L̂x] = [L̂2

x, L̂x] + [L̂2
y, L̂x] + [L̂2

z, L̂x] =
. . .

Pierwszy z komutatorów, co Ãlatwo sprawdzić, jest równy zeru, a pozostaÃle rozpisu-
jemy i mamy

. . . = L̂2
yL̂x − L̂xL̂

2
y + L̂2

zL̂x − L̂xL̂
2
z =

.. .

Dodajemy i odejmujemy od wyrażenia L̂zL̂xL̂z i dostajemy

. . . = L̂2
yL̂x − L̂xL̂

2
y + L̂2

zL̂x − L̂xL̂
2
z + L̂zL̂xL̂z − L̂zL̂xL̂z =

= L̂y(L̂yL̂x − L̂xL̂y) + (L̂yL̂x − L̂xL̂y)L̂y + L̂z(L̂zL̂x − L̂xL̂z) + (L̂zL̂x − L̂xL̂z)L̂z =

= −ih̄L̂yL̂z − ih̄L̂zL̂y + ih̄L̂zL̂y + ih̄L̂yL̂z = 0.

Wniosek:

[~̂L
2

, L̂i] = 0, i = x, y, z, (12.1.22)

a wieιc operatory ~̂L
2

i L̂i majaι wspólne funkcje wÃlasne.

12.2 Moment peιdu jako generator obrotów infi-

nityzymalnych

Niech beιdzie dana czaιstka z wektorem wodzaιcym ~r opisywana przez funkcjeι falowaι

ψ należaιcaι do przestrzeni Hilberta H. Niech ponadto R oznacza obrót w przestrzeni.
Możemy wprowadzić transformacjeι (operator) obrotu ÛR

ÛRψ = ψ′ (12.2.1)

ZakÃladamy, że jest to operator unitarny, to znaczy

ÛRÛ+
R = Û+

R ÛR = Î . (12.2.2)

Operacja ÛR zachowuje normeι i w tym wypadku zachowuje też iloczyn skalarny, co
można prosto wykazać

〈ψ′|ψ′〉 = 〈ÛRψ|ÛRψ〉 = 〈ψ|Û+
R ÛRψ〉 = 〈ψ|ψ〉. (12.2.3)
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ZaÃlóżmy, że wartość średnia pewnej obserwabli w danym stanie jest równa wartości
średniej po obrocie

〈A〉 = 〈A′〉 (12.2.4)

czyli
〈ψ|Âψ〉 = 〈ψ′|Â′ψ′〉. (12.2.5)

Zatem wolno nam napisać

〈ψ′|Â′ψ′〉 = 〈ÛRψ|Â′ÛRψ〉 = 〈ÛRψ|Â′ÛRψ〉 = 〈ψ|Û+
R Â′ÛRψ〉, (12.2.6)

co powinno być równe 〈ψ|Âψ〉. Staιd dostajemy

Â = Û+
R Â′ÛR. (12.2.7)

DziaÃlamy na obie strony prawostronnie operatorem Û+
R

ÂÛ+
R = Û+

R Â′ÛRÛ+
R . (12.2.8)

Korzystajaιc z unitarności operatora ÛR, mamy

ÂÛ+
R = Û+

R Â′. (12.2.9)

Teraz dziaÃlamy na obie strony lewostronnie operatorem ÛR

ÛRÂÛ+
R = ÛRÛ+

R Â′. (12.2.10)

Po ponownym skorzystaniu z unitarności operatora ÛR dochodzimy do wzoru

ÛRÂÛ+
R = Â′. (12.2.11)

Wstawmy zamiast operatora Â operator Hamiltona Ĥ

ÛRĤÛ+
R = Ĥ ′. (12.2.12)

W przypadku gdy przestrzeń jest izotropowa (w wielu przypadkach, np. atom w
polach, przestrzeń nie jest izotropowa), to hamiltonian Ĥ jest staÃly wzgleιdem obrotu,
czyli

Ĥ = Ĥ ′, (12.2.13)

dlatego wolno nam napisać
ÛRĤÛ+

R = Ĥ. (12.2.14)

DziaÃlamy na obie strony powyższego wyrażenia prawostronnie operatorem ÛR.

ÛRĤÛ+
R ÛR = ĤÛR (12.2.15)

i mamy
ÛRĤ = ĤÛR. (12.2.16)

Przenosimy wszystko na lewaι stroneι

ÛRĤ − ĤÛR = 0 (12.2.17)
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czyli

[ÛR, Ĥ] = 0. (12.2.18)

Wróćmy do naszej czaιstki opisywanej funkcjaι falowaι ψ = ψ(~r) należaιcaι do przestrzeni
L2

ψ′(~r ′) = ψ(~r ), (12.2.19)

gdzie R reprezentuje obrót w przestrzeni i

R~r = ~r ′. (12.2.20)

Wybierzmy oś obrotu jako oś Z. Dokonajmy obrotu o bardzo maÃly kaιt δα. Niech d
oznacza rzut wektora wodzaιcego na pÃlaszczyzneι XY przed obrotem,
a d′ – rzut po obrocie, tak jak pokazano na poniższym rysunku.

-

6

©©©©©©©©©©©©

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

d′

d

α
δα

X

Y

Rys.2 Obrót o kaιt infinityzymalnie maÃle.

ZaÃlóżmy, ponadto że dokonujemy tylko obrotu (brak translacji), czyli

d = d′. (12.2.21)

Wówczas przed obrotem

x = d cos α, (12.2.22)

y = d sin α, (12.2.23)

a po obrocie

x′ = d cos(α + δα) (12.2.24)

y′ = d sin(α + δα). (12.2.25)

Rozwińmy x′ i y′ w szereg Taylora w punkcie α z dokÃladnościaι do drugiego wyrazu

x′ = d cos α− dδα sin α (12.2.26)

y′ = d sin α + dδα cos α, (12.2.27)
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co zgodnie z (12.2.22) i (12.2.23) daje sieι zapisać jako

x′ = x− δαy (12.2.28)

y′ = y + δαx (12.2.29)

z′ = z. (12.2.30)

Dzieιki temu możemy zapisać transformacjeι R jako

R :





x → x− δαy,
y → y + δαx,
z → z.

(12.2.31)

Aby otrzymać transformacjeι odwrotnaι, R−1 wystarczy przej́sć z δα do −δα

δα → −δα, (12.2.32)

R−1 :





x → x + δαy,
y → y − δαx,
z → z.

(12.2.33)

Ponieważ
R~r = ~r ′,

staιd
~r = R−1~r ′. (12.2.34)

Pamieιtamy, że
ψ ′(~r ′) = ψ(~r),

czyli
ψ ′(~r ′) = ψ(R−1~r ′). (12.2.35)

Ta wÃlasność musi zachodzić dla wszystkich ~r ′, czyli również dla ~r ′ = ~r.

ψ ′(~r) = ψ(R−1~r). (12.2.36)

Pamieιtajaιc również, że
ψ ′(~r) = ÛRψ(~r)

otrzymujemy
ψ ′(~r) = ψ(R−1~r) = ÛRψ(~r). (12.2.37)

Skorzystajmy z jawnej postaci przeksztaÃlcenia R−1

ψ(R−1~r) = ψ(x + δαy, y − δαx, z) =
. . .

Rozwińmy to wyrażenie w szereg Taylora z dokÃladnościaι do δα

. . . = ψ(x, y, z) + δαy
∂ψ

∂x
− δαx

∂ψ

∂y
=

[
Î + δα

(
y

∂

∂x
− x

∂

∂y

)]
ψ(x, y, z) =

. . .
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Korzystamy z faktu, że

L̂z = −ih̄

(
x

∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= ih̄

(
y

∂

∂x
− x

∂

∂y

)
,

skaιd
. . . = (Î − i

h̄
δαL̂z)ψ,

i to powinno być równe ÛRψ(~r). Możemy teraz zapisać, że

ÛR = Û~̂e3
(δα), (12.2.38)

gdzie

Û~̂e3
(δα) = Î − i

h̄
δαL̂z, (12.2.39)

co oznacza obrót wokóÃl osi Z o δα. Analogicznie

Û~̂e1
(δα) = Î − i

h̄
δαL̂x, (12.2.40)

Û~̂e2
(δα) = Î − i

h̄
δαL̂y. (12.2.41)

Dla dowolnego kierunku opisywanego wersorem ~̂n mamy

Û~̂n(δα) = Î − i

h̄
δα~̂n · ~̂L, (12.2.42)

czyli moment peιdu ~̂L jest generatorem infinityzymalnych (bardzo maÃlych) obrotów.

12.3 Wartości wÃlasne i funkcje wÃlasne (funkcje

kuliste)

ZaÃlóżmy, jak we wcześniejszych rozważaniach, że operator Hamiltona Ĥ jest niezmien-
niczy wzgleιdem obrotu, czyli

Ĥ = Ĥ ′.

Dalsze rozważania beιdziemy prowadzić w ukÃladzie wspóÃlrzeιdnych sferycznych. Przej́scie
z ukÃladu kartezjańskiego do sferycznego dokonujemy przy pomocy nasteιpujaιcych
wzorów.

x = r sin ϑ cos ϕ, (12.3.1)

y = r sin ϑ sin ϕ, (12.3.2)

z = r cos ϑ, (12.3.3)

gdzie
0 ≤ ϕ < 2π (12.3.4)

0 ≤ ϑ ≤ π (12.3.5)
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0 ≤ r ≤ +∞. (12.3.6)

Po przej́sciu dostajemy poniższe wzory

L̂z = −ih̄
∂

∂ϕ
(12.3.7)

L̂2 = −h̄2

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)
. (12.3.8)

Zapiszmy teraz równanie wÃlasne dla operatora L̂z.

L̂zΦ(ϕ) = mh̄Φ(ϕ).

We wspóÃlrzeιdnych sferycznych przyjmuje ono postać

−ih̄
∂

∂ϕ
Φ(ϕ) = mh̄Φ(ϕ). (12.3.9)

Po uproszczeniu dostajemy równanie różniczkowe

∂

∂ϕ
Φ(ϕ)− imΦ(ϕ) = 0, (12.3.10)

którego rozwiaιzaniem jest funkcja

Φ(ϕ) = Aeimϕ. (12.3.11)

Ze wzgleιdu na okresowość
eimϕ = eim(ϕ+2π),

staιd
eim2π = 1,

czyli
cos(2mπ) + i sin(2mπ) = 1,

a staιd wynika, że
m = 0,±1,±2, . . . (12.3.12)

czyli wysteιpuje tu zjawisko kwantowania i wartości wÃlasne mh̄ saι dyskretne. Wartość
wspóÃlczynnika A (z dokÃladnościaι do czynnika fazowego) możemy obliczyć z warunku
normalizacyjnego

1 = 〈Φ|Φ〉 =
∫ 2π

0
|A|2e−imϕeimϕdϕ = |A|2

∫ 2π

0
dϕ ⇒ (12.3.13)

⇒ 1 = 2π|A|2 ⇒ A =
1√
2π

. (12.3.14)

Funkcja wÃlasna operatora L̂z jest postaci

Φm(ϕ) =
1√
2π

eimϕ, m = 0,±1,±2, . . . (12.3.15)
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Udowodnijmy, że funkcje wÃlasne tworzaι zbiór ortonormalny. Aby tego dowieść,
wystarczy wykazać, że dla n 6= m mamy 〈Φn|Φm〉 = 0

〈Φn|Φm〉 =
∫ 2π

0
Φ∗

n(ϕ)Φm(ϕ)dϕ =
1

2π

∫ 2π

0
ei(m−n)πdϕ =

=
1

2π

1

i(m− n)
ei(m−n)ϕ|2π

0 = 0.

Zbiór powyższych funkcji wÃlasnych {Φm}m=0,±1,±2,... jest zbiorem zupeÃlnym, to znaczy,
że dowolnaι funkcjeι f zmiennej ϕ na przedziale [0, 2π) można rozwinaιć w tej bazie.

f(ϕ) =
∑

m=0,±1,±2,...

amΦm(ϕ). (12.3.16)

Zapisujaιc to w notacji Diraca

|f〉 =
∑

m=0,±1,±2,...

am|Φm〉,

dziaÃlajaιc na obie strony bra 〈Φn|

〈Φn|f〉 =
∑

m=0,±1,±2,...

am〈Φn|Φm〉,

i korzystajaιc z ortonormalności bazy mamy

〈Φn|f〉 =
∑

m=0,±1,±2,...

amδmn ⇒

⇒ an = 〈Φn|f〉,
czyli

am = 〈Φm|f〉 =
∫ 2π

0
Φ∗

m(ϕ′)f(ϕ′)dϕ′. (12.3.17)

Wstawiamy to do wzoru (12.3.16) i mamy

f(ϕ) =
∑

m=0,±1,±2,...

amΦm(ϕ) =
∑
m

∫ 2π

0
Φ∗

m(ϕ′)f(ϕ′)Φm(ϕ)dϕ′ =

=
∫ 2π

0

∑
m

Φ∗
m(ϕ′)f(ϕ′)Φm(ϕ)dϕ′.

Staιd wynika, że ∑
m

Φ∗
m(ϕ′)Φm(ϕ) = δ(ϕ− ϕ′) (12.3.18)

Powyższe wyrażenie znane jest pod nazwaι relacji domknieιcia.
Zajmijmy sieι teraz operatorem kwadratu momentu peιdu L̂2. Zapiszmy odpowiadajaιce
mu równanie wÃlasne.

L̂2Y (ϑ, ϕ) = λh̄2Y (ϑ, ϕ). (12.3.19)
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Ponieważ, jak wykazalísmy wcześniej, operatory L̂z i L̂2 komutujaι ze sobaι, to przy
braku degeneracji majaι takie same funkcje wÃlasne. Staιd funkcja wÃlasna operatora
L̂2 jest równa, z dokÃladnościaι do staÃlej, funkcji wÃlasnej operatora L̂z wymnożonej
przez czeιść zależnaι od kaιta ϑ

Yλ,m(ϑ, ϕ) = Φm(ϕ)Θλ,m(ϑ). (12.3.20)

Wstawiajaιc jawnaι postać operatora kwadratu momentu peιdu L̂2 we wspóÃlrzeιdnych
sferycznych do równania wÃlasnego, mamy

−h̄2

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)
Φm(ϕ)Θλ,m(ϑ) =

= λh̄2Φm(ϕ)Θλ,m(ϑ). (12.3.21)

Po uporzaιdkowaniu dochodzimy do postaci

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)
Φm(ϕ)Θλ,m(ϑ) =

= −λΦm(ϕ)Θλ,m(ϑ). (12.3.22)

Korzystajaιc z

Φm(ϕ) =
1√
2π

eimϕ

wiemy, że
∂2

∂ϕ2
Φm(ϕ) =

∂

∂ϕ
(im

1√
2π

eimϕ) = (im)2 1√
2π

eimϕ =

= −m2Φm(ϕ),

dlatego wolno nam zapisać równanie wÃlasne w nieco zmienionej postaci

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
− m2

sin2 ϑ

)
Φm(ϕ)Θλ,m(ϑ) =

= −λΦm(ϕ)Θλ,m(ϑ). (12.3.23)

Ponieważ nigdzie nie ma już różniczkowania po ϕ, wolno nam podzielić obie strony
przez Φm(ϕ) (

1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
− m2

sin2 ϑ

)
Θλ,m(ϑ) =

= −λΘλ,m(ϑ). (12.3.24)

Przenosimy wszystko na lewaι stroneι

1

sin(ϑ)

∂

∂ϑ
sin(ϑ)

∂

∂ϑ
Θλ,m(ϑ)− m2

sin2(ϑ)
Θλ,m(ϑ)+

+λΘλ,m(ϑ) = 0. (12.3.25)
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Po uporzaιdkowaniu dostajemy

1

sin(ϑ)

∂

∂ϑ
sin(ϑ)

∂

∂ϑ
Θλ,m(ϑ) +

(
λ− m2

sin2(ϑ)

)
Θλ,m(ϑ) = 0. (12.3.26)

Dokonajmy podstawienia
w = cos(ϑ) (12.3.27)

i niech
Θλ,m(ϑ) = Fλ,m(w). (12.3.28)

Obliczmy potrzebne nam pochodne

d

dϑ
Θλ,m(ϑ) =

dw

dϑ

d

dw
Fλ,m(w) = − sin(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) (12.3.29)

1

sin(ϑ)

∂

∂ϑ
sin(ϑ)

∂

∂ϑ
Θλ,m(ϑ) = − 1

sin(ϑ)

∂

∂ϑ
sin(ϑ) sin(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) =

= − 1

sin(ϑ)

∂

∂ϑ
sin2(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) = − 1

sin(ϑ)

dw

dϑ

d

dw
sin2(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) =

=
1

sin(ϑ)
sin(ϑ)

d

dw
sin2(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) =

d

dw
sin2(ϑ)

d

dw
Fλ,m(w) =

. . . .

Wiemy, że
sin2(ϑ) = 1− cos2(ϑ) = 1− w2, (12.3.30)

staιd

. . . =
d

dw
(1− w2)

d

dw
Fλ,m(w) = −2w

d

dw
Fλ,m(w) + (1− w2)

d2

dw2
Fλ,m(w). (12.3.31)

Podstawiamy to do równania i mamy

(1− w2)F ′′
λ,m(w)− 2wF ′

λ,m(w) +

(
λ− m2

1− w2

)
Fλ,m(w) = 0. (12.3.32)

Jeżeli m = 0, dostajemy tak zwane równanie Lagrange’a

(1− w2)F ′′
λ,m(w)− 2wF ′

λ,m(w) + λFλ,m(w) = 0, (12.3.33)

ponieważ w = cos(ϑ) i 0 ≤ ϑ ≤ π to −1 ≤ w ≤ 1. W tym przedziale równanie nie
ma punktów osobliwych. Aby rozwiaιzać to równanie, posÃlużymy sieι metodaι, której
używalísmy przy rozwiaιzywaniu równania Hermite’a. ZaÃlóżmy, że rozwiaιzanie ma
postać szeregu

F =
+∞∑

k=0

ckw
k (12.3.34)

a staιd

F ′ =
+∞∑

k=0

kckw
k−1 (12.3.35)
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F ′′ =
+∞∑

k=0

k(k − 1)ckw
k−2. (12.3.36)

Wstawiamy to do równania

+∞∑

k=0

k(k − 1)ckw
k−2 −

+∞∑

k=0

k(k − 1)ckw
k −

+∞∑

k=0

2kckw
k+

+∞∑

k=0

λckw
k = 0.

Możemy to zapisać jako

+∞∑

k=0

k(k − 1)ckw
k−2 −

+∞∑

k=0

(k(k − 1) + 2k − λ)ckw
k = 0. (12.3.37)

Zauważmy, że

k(k − 1) + 2k = k2 − k + 2k = k2 + k = k(k + 1), (12.3.38)

a staιd nasze równanie przyjmuje postać

+∞∑

k=0

k(k − 1)ckw
k−2 −

+∞∑

k=0

(k(k + 1)− λ)ckw
k = 0. (12.3.39)

Przechodzaιc, tak jak przy równaniu Hermite’a, z k do k + 2 w pierwszym czÃlonie,
mamy

+∞∑

k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2w
k −

+∞∑

k=0

(k(k + 1)− λ)ckw
k = 0. (12.3.40)

Wciaιgajaιc wszystko pod jednaι, wspólnaι sumeι, mamy

+∞∑

k=0

[(k + 2)(k + 1)ck+2w
k − (k(k + 1)− λ)ckw

k] = 0, (12.3.41)

czyli
+∞∑

k=0

[(k + 2)(k + 1)ck+2 − (k(k + 1)− λ)ck]w
k = 0. (12.3.42)

Korzystajaιc z powyższego wyrażenia, możemy napisać wzór rekurencyjny

ck+2 =
k(k + 1)− λ

(k + 1)(k + 2)
ck. (12.3.43)

Dla w = 1 mamy

F =
+∞∑

k=0

ck. (12.3.44)
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Kiedy k jest bardzo duże, to

ck+2

ck

=
k

k + 2
, k → +∞, (12.3.45)

ponieważ wolno nam wtedy pominaιć λ.
Rozważmy szereg

+∞∑

n=0

1

n
, (12.3.46)

który jest szeregiem rozbieżnym. Stosunek wyrazu n + 2-go do n-tego wynosi

xn+2

xn

=
n

n + 2
. (12.3.47)

Staιd możemy stwierdzić, że nasza funkcja F również jest szeregiem rozbieżnym, czyli
funkcja falowa jest nieskończona. Dlatego musimy urwać sumowanie na pewnym
wyrazie. Niech istnieje liczba caÃlkowita dodatnia l taka, że cl+2 = 0. Wtedy

0 =
l(l + 1)− λ

(l + 1)(l + 2)
cl, (12.3.48)

a staιd
l(l + 1)− λ = 0 ⇒ (12.3.49)

⇒ λ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, 3, . . . (12.3.50)

w końcu otrzymujemy dyskretne wartości wÃlasne operatora L̂2 postaci

λh̄2 = l(l + 1)h̄2, l = 0, 1, 2, 3, . . . (12.3.51)

Wolno nam też zamienić oznaczenia

m = 0, Fλ,m(w) = Fl,m(w). (12.3.52)

Dla m = 0 nasza funkcja Fl,0(w) jest proporcjonalna do wielomianu Legendre’a

Fl,0(w) ∼ Pl(w). (12.3.53)

Wielomiany Legendre’a zdefiniowane saι wzorem Rodriguesa

Pl(w) =
1

2ll!

dl

dwl
(w2 − 1)l. (12.3.54)

Wypiszmy kilka pierwszych wielomianów Legendre’a

P0(w) = 1,

P1(w) = w,

P2(w) =
1

2
(3w2 − 1).



84 ROZDZIAÃL 12. MOMENT PEιDU

Można sprawdzić, że
Pl(1) = 1 (12.3.55)

dla dowolnego l.
Ponadto ∫ +1

−1
Pl(w)Pl′(w)dw = δl,l′

2l + 1

2
. (12.3.56)

Staιd możemy znależć unormowanaι funkcjeι Fl,0(w)

Fl,0(w) =

√
2

2l + 1
Pl(w), (12.3.57)

gdyż ∫ +1

−1
Fl,0(w)Fl′,0(w)dw = δl,l′ . (12.3.58)

Funkcja wÃlasna operatora L̂2 dla m = 0 jest postaci

Yl,0(ϑ, ϕ) = Θl,0(ϑ)Φ0(ϕ). (12.3.59)

Ponieważ

Φ0(ϕ) =
1√
2π

, (12.3.60)

wieιc

Yl,0(ϑ, ϕ) =

√
2

2l + 1
Pl(cos(ϑ)). (12.3.61)

Wielomiany Legendre’a {Pl(w)}l=0,1,... tworzaι zbiór zupeÃlny na przedziale [−1, 1], to
znaczy, że dowolnaι funkcjeι na tym przedziale możemy rozwinaιć w bazie wielomianów
Legendre’a

f(w) =
+∞∑

l=0

alPl(w), w ∈ [−1, 1]. (12.3.62)

Zapiszmy to rozwinieιcie w notacji Diraca

|f〉 =
+∞∑

l=0

al|Pl〉. (12.3.63)

Aby wyznaczyć wspóÃlczynniki al, dziaÃlamy na obie strony powyższego wyrażenia
bra 〈Pl′| i mamy

〈Pl′|f〉 =
+∞∑

l=0

al〈Pl′|Pl〉, (12.3.64)

czyli

〈Pl′ |f〉 =
+∞∑

l=0

alδl,l′
2l + 1

2
, (12.3.65)

staιd

al′ =
2

2l′ + 1
〈Pl′ |f〉. (12.3.66)
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Ostatecznie mamy

al =
2

2l + 1

∫ +1

−1
Pl(w

′)f(w′)dw′ (12.3.67)

Wstawiamy ten wzór do rozwinieιcia i dostajemy

f(w) =
+∞∑

l=0

2

2l + 1

∫ +1

−1
Pl(w

′)f(w′)dw′Pl(w). (12.3.68)

Po uporzaιdkowaniu wyrazów mamy

f(w) =
∫ +1

−1

(
+∞∑

l=0

2

2l + 1
Pl(w

′)Pl(w)

)
f(w′)dw′. (12.3.69)

Z ostatniego wzoru wynika, że

+∞∑

l=0

2

2l + 1
Pl(w

′)Pl(w) = δ(w′ − w). (12.3.70)

Jest to tzw. relacja domknieιcia (relacja zupeÃlności).
Wróćmy do naszego równania, ale tym razem rozważmy dowolne m, niekoniecznie
równe zeru.

(1− w2)F ′′
λ,m − 2wF ′

λ,m + (λ− m2

1− w2
)Fλ,m = 0.

Wiedzaιc, że wartości wÃlasne zależaι tylko od wartości l, a nie zależaι od m (czyli saι

takie same dla m = 0 i m 6= 0) skorzystajmy z tego, że

λ = l(l + 1)

i mamy

(1− w2)F ′′
l,m − 2wF ′

l,m + (l(l + 1)− m2

1− w2
)Fl,m = 0. (12.3.71)

Z rozwiaιzania Lagrange’a wiemy, że rozwiaιzanie tego równania jest proporcjonalne
do stowarzyszonej funkcji Legendre’a

Fl,m(w) ∼ P
|m|
l (w), m ≥ 0 (12.3.72)

gdzie
m = −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , l. (12.3.73)

Dla danego m mamy 2l + 1 stowarzyszonych funkcji Legendre’a. Stowarzyszone
funkcje Legendre’a możemy wyznaczyć za pomocaι poniższego wzoru

P
|m|
l (w) = (1− w2)

|m|
2

d|m|

dw|m|Pl(w). (12.3.74)

Podsumowujaιc
Θl,m(ϑ) ∼ P

|m|
l (cos ϑ), (12.3.75)
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a staιd
Yl,m(ϑ, ϕ) = Θl,m(ϑ)Φm(ϕ) (12.3.76)

Yl,−m(ϑ, ϕ) = (−1)mY ∗
l,m(ϑ, ϕ), (12.3.77)

gdzie Yl,m saι to funkcje kuliste. Warunek normalizacyjny dla funkcji Yl,m(ϑ, ϕ) jest
postaci ∫

4π
Y ∗

l′,m′(ϑ, ϕ)Yl,m(ϑ, ϕ)dω = δl,l′δm,m′ , (12.3.78)

gdzie dω oznacza kaιt bryÃlowy zdefiniowany poniższaι relacjaι

dω = d cos ϑdϕ. (12.3.79)

Ostatecznie możemy zapisać równanie wÃlasne operatora L̂2

L̂2Yl,m(ϑ, ϕ) = h̄2l(l + 1)Yl,m(ϑ, ϕ), (12.3.80)

gdzie Yl,m(ϑ, ϕ) jest funkcjaι wÃlasnaι odpowiadajaιcaι wartości wÃlasnej l(l + 1)h̄2.
Wartości wÃlasne wykazujaι (2l + 1)-krotnaι degeneracjeι ze wzgleιdu na m, przy czym
stopień degeneracji definiujemy jako ilość liniowo niezależnych funkcji wÃlasnych
odpowiadajaιcych tej samej wartości wÃlasnej.

12.4 Sztywny rotator

Rotatorem sztywnym nazywamy ciaÃlo, które porusza sieι po powierzchni sfery o
ustalonej średnicy. Niech to ciaÃlo ma maseι µ i niech porusza sieι po powierzchni
sfery o promieniu a. Aby znaleźć rozwiaιzanie tego problemu, musimy rozwiaιzać
niezależne od czasu równanie Schrödingera

Ĥψ(ϑ, ϕ) = Eψ(ϑ, ϕ).

Ponieważ, nie ma żadnego potencjaÃlu, to Hamiltonian skÃlada sieι z samego tylko
operatora odpowiadajaιcego energii kinetycznej.

V̂ = 0 ⇒ Ĥ = T̂ (12.4.1)

T̂ =
p̂2

2µ
= − h̄2

2µ
∇2, (12.4.2)

gdzie
~̂p = −ih̄∇.

Wiemy, że

∇2 = ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Przechodzaιc do wspóÃlrzeιdnych sferycznych, mamy

∇2 = ∆ =
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+

1

r2 sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

r2 sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2
.
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Z poprzedniego rozdziaÃlu wiemy, że

L̂2 = −h̄2

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

sin2 ϑ

∂2

∂ϕ2

)
,

wieιc wolno nam napisać

∇2 = ∆ =
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− L̂2

h̄2r2
, (12.4.3)

a staιd

T̂ = − h̄2

2µ

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− L̂2

h̄2r2

)
= − h̄2

2µ

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+

L̂2

2µr2
. (12.4.4)

Z zaÃlożenia wiemy, że u nas r = a = const, czyli w funkcji wÃlasnej nie ma zależności
od r, a zatem pierwszy czÃlon w Hamiltonianie równy jest zeru.

Ĥ = T̂ =
L̂2

2µa2
=

L̂2

2I
, (12.4.5)

gdzie I = µa2 oznacza znany z mechaniki klasycznej moment bezwÃladności. Równanie
Schrödingera

Ĥψ(ϑ, ϕ) = Eψ(ϑ, ϕ)

dla tego problemu przyjmuje postać

L̂2

2I
ψ(ϑ, ϕ) = Eψ(ϑ, ϕ). (12.4.6)

Pamieιtajaιc zagadnienie wÃlasne operatora L̂2

L̂2Yl,m(ϑ, ϕ) = l(l + 1)h̄2Yl,m(ϑ, ϕ),

wnioskujemy, że wartości (energie) wÃlasne rotatora sztywnego beιdaι postaci

El =
l(l + 1)h̄2

2I
, (12.4.7)

przy czym zależaι one tylko od l, a nie zależaι od m. Odpowiadajaιce im funkcje
wÃlasne natomiast beιdaι postaci

ψ(ϑ, ϕ) = Yl,m(ϑ, ϕ), l = 0, 1, 2, . . . , m = −l, . . . , l. (12.4.8)

Wypiszmy kilka pierwszych wartości (energii) wÃlasnych i odpowiadajaιce im funkcje
wÃlasne.

l = 0 ⇒ E0 ⇒ Y0,0(ϑ, ϕ).

W tym przypadku nie wysteιpuje degeneracja, a E0 oznacza energieι stanu podsta-
wowego

l = 1 ⇒ E1 ⇒
Y1,−1(ϑ, ϕ)
Y1,0(ϑ, ϕ)
Y1,1(ϑ, ϕ).
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W tym przypadku mamy degeneracje trójkrotnaι.

l = 2 ⇒ E2 ⇒

Y2,−2(ϑ, ϕ)
Y2,−1(ϑ, ϕ)
Y2,0(ϑ, ϕ)
Y2,1(ϑ, ϕ)
Y2,2(ϑ, ϕ),

a w tym pieιciokrotnaι.
Dla l-tego poziomu energetycznego mamy (2l + 1)-krotnaι degeneracjeι.

12.5 Widmo pasmowe czaιsteczki dwuatomowej

Wyrażenie opisujaιce wartości wÃlasne hamiltonianu rotatora sztywnego mogaι być
użyte do aproksymowania rotacyjnych poziomów energetycznych czaιsteczki dwu-
atomowej. W pierwszym przybliżeniu wolno nam zaÃlożyć (ignorujaιc ruch oscyla-
cyjny czaιsteczki), że jest ona rodzajem sztywnego rotatora skÃladajaιcego sieι z dwóch
atomów A i B znajdujaιcych sieι w staÃlej odlegÃlości r0 od siebie. Hamiltonian, tak
jak dla rotatora sztywnego, beιdzie równy operatorowi energii kinetycznej i beιdzie
dany wzorem

Ĥ = T̂ =
L̂2

2I
, (12.5.1)

gdzie I oznacza moment bezwÃladności czaιsteczki. Ponieważ jednak atomy A i B
w ogólności majaι różne masy, odpowiednio MA i MB, wieιc znajdujaι sieι w różnych
odlegÃlościach od środka masy odpowiednio rA i rB. Zatem moment bezwÃladności I
możemy zapisać jako

I = MAr2
A + MBr2

B = µr2
0, (12.5.2)

gdzie

µ =
MAMB

MA + MB

(12.5.3)

jest masaι zredukowanaι. Rotacyjne poziomy energetyczne możemy wyrazić wzorem

El =
h̄2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, . . . (12.5.4)

PrzykÃladowo wartość h̄2

2I
w najniższym stanie elektronowym molekuÃly HCl jest równa

w przybliżeniu 1.3 · 10−3 eV. Poziomy odpowiadajaιce przej́sciom pomieιdzy kole-
jnym wartościami l leżaι na tyle blisko siebie, że w praktyce dostajemy widmo ciaιgÃle
(pasmowe). W rzeczywistości czyste widma rotacyjne tego rodzaju leżaι w rejonie
podczerwieni i mikrofal. W ogólnym przypadku, aby uzyskać w miareι prawdziwe
poziomy energetyczne czaιsteczki, musimy rozważyć jej rotacje, oscylacje (tzn. oscy-
lacyjne zmiany odlegÃlości pomieιdzy atomami) i jej konfiguracjeι elektronowaι.



RozdziaÃl 13

Atom wodoru

13.1 Wartości wÃlasne i funkcje wÃlasne. Wielomia-

ny Laguerre’a.

Najprostszym atomem jest atom wodoru. Zbudowany on jest z jaιdra atomowego,
wokóÃl którego kraιży elektron. Jak wiadomo masa elektronu me jest dużo mniejsza
od masy jaιdra atomowego mj. Wprowadźmy, znanaι z zagadnienia dwóch ciaÃl z
mechaniki klasycznej, maseι zredukowanaι µ:

µ =
mjme

mj + me

≈ me. (13.1.1)

Zapiszmy Hamiltonian dla tego problemu

Ĥ =
p̂2

2µ
+ V (r),

przy czym

V (r) = −Ze2

r
, (13.1.2)

gdzie −e oznacza Ãladunek elementarny, a +Ze jest Ãladunkiem jaιdra.
Operator p̂2 we wspóÃlrzeιdnych sferycznych jest postaci

p̂2 = −h̄2

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+

1

r2 sin ϑ

∂

∂ϑ
sin ϑ

∂

∂ϑ
+

1

r2 sin ϑ

∂2

∂ϕ2

)

lub

p̂2 = −h̄2

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− L̂2

h̄2r2

)
. (13.1.3)

Teraz możemy zapisać niezależne od czasu równanie Schrödingera

ĤΨ = EΨ

w jawnej postaci we wspóÃlrzeιdnych sferycznych
[
− h̄2

2µ

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− L̂2

h̄2r2

)
− Ze2

r

]
Ψ(r, ϑ, ϕ) = EΨ(r, ϑ, ϕ). (13.1.4)

89
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Wcześniej wykazalísmy, że
[L̂2, Ĥ] = 0,

czyli te operatory beιdaι miaÃly wspólne funkcje wÃlasne. Dlatego postulujemy, że

Ψ(r, ϑ, ϕ) = R(r)Yl,m(ϑ, ϕ). (13.1.5)

Podstawiamy to do równania Schrödingera i mamy

[
− h̄2

2µ

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− L̂2

h̄2r2

)
− Ze2

r

]
R(r)Yl,m(ϑ, ϕ) = ER(r)Yl,m(ϑ, ϕ). (13.1.6)

Różniczkowanie po ϑ i po ϕ wysteιpuje tylko w czÃlonie L̂2

h̄2r2 . ZadziaÃlajmy nim na
R(r)Yl,m(ϑ, ϕ):

L̂2

h̄2r2
R(r)Yl,m(ϑ, ϕ) =

R(r)

h̄2r2
L̂2Yl,m(ϑ, ϕ) =

R(r)

h̄2r2
h̄2l(l + 1)Yl,m(ϑ, ϕ) =

=
l(l + 1)

r2
R(r)Yl,m(ϑ, ϕ). (13.1.7)

Wstawiamy to do równania Schrödingera
[
− h̄2

2µ

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r

]
R(r)Yl,m(ϑ, ϕ) = ER(r)Yl,m(ϑ, ϕ). (13.1.8)

Ponieważ nie wysteιpuje już różniczkowanie po ϑ i po ϕ to wolno nam podzielić nasze
równanie obustronnie przez Yl,m(ϑ, ϕ):

[
− h̄2

2µ

(
1

r2

d

dr
r2 d

dr
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r

]
R(r) = ER(r). (13.1.9)

Otrzymane przez nas równanie to tak zwane równanie radialne.
Dokonajmy podstawienia

R(r) =
U(r)

r
⇒ U(r) = rR(r). (13.1.10)

W celu uniknieιcia nieoznaczoności musimy zaÃlożyć, że

r = 0 ⇒ U(r) = 0. (13.1.11)

Dokonajmy przej́scia z R(r) do U(r) w pierwszym czÃlonie równania

1

r2

d

dr
r2 d

dr
R(r) =

1

r2

d

dr
r2 d

dr

U(r)

r
=

1

r2

d

dr
r2

(
U ′(r)

r
− U(r)

r2

)
=

=
1

r2

d

dr
(rU ′(r)− U(r)) =

1

r2
(U ′(r) + rU ′′(r)− U ′(r)) =

1

r2
rU ′′(r) =

=
U ′′(r)

r
=

1

r

d2

dr2
U(r),
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a wieιc
1

r2

d

dr
r2 d

dr
R(r) =

U ′′(r)
r

=
1

r

d2

dr2
U(r). (13.1.12)

Wstawiamy to do równania Schrödingera

− h̄2

2µr

d2

dr2
U(r) +

l(l + 1)h̄2

2µr2

U(r)

r
− Ze2

r

U(r)

r
= E

U(r)

r
. (13.1.13)

Mnożymy obie strony przez r

− h̄2

2µ

d2

dr2
U(r) +

l(l + 1)h̄2

2µr2
U(r)− Ze2

r
U(r)− EU(r) = 0. (13.1.14)

Teraz mnożymy obie strony przez −2µ
h̄2

d2

dr2
U(r)− l(l + 1)

r2
U(r) +

2µZe2

h̄2r
U(r)− 2µE

h̄2 U(r) = 0. (13.1.15)

Wprowadźmy potencjaÃl efektywny Veff (r)

Veff (r) = −2µZe2

h̄2r
+

l(l + 1)

r2
, (13.1.16)

gdzie l(l+1)
r2 to tak zwana bariera odśrodkowa (por. rys. na tej stronie). Po uwzgleιdnieniu

potencjaÃlu efektywnego równanie Schrödingera przyjmuje postać

d2

dr2
U(r) + (Ẽ − Veff (r))U(r) = 0, (13.1.17)

gdzie Ẽ = 2µE
h̄2 . Energia atomu nie może być wieιksza od zera, gdyż wtedy nie mamy

stanów zwiaιzanych.

-

6

r

Veff (r)

l = 0

l = 1

l = 2

Rys. 3 PotencjaÃl efektywny
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Zajmijmy sieι teraz rozwiaιzaniem równania radialnego (13.1.13)

− h̄2

2µ

d2

dr2
U(r) + (

l(l + 1)h̄2

2µr2
− Ze2

r
− E)U(r) = 0.

Mnożymy powyższe równanie obustronnie przez 1
4E

− h̄2

8µE

d2

dr2
U(r) + (

l(l + 1)h̄2

8µEr2
− Ze2

4Er
− 1

4
)U(r) = 0 (13.1.18)

Dokonajmy podstawienia

ρ =

√
−8µE

h̄2 r. (13.1.19)

Minus pod pierwiastkiem nie powoduje żadnych problemów, bo rozważamy stany
zwiaιzane, czyli E < 0. Jeśli r ≥ 0, to również ρ ≥ 0. Korzystajaιc z podstawienia,
możemy napisać, że

ρ2 = −8µE

h̄2 r2 ⇒ 1

ρ2
= − h̄2

8µE

1

r2
. (13.1.20)

Obliczmy potrzebne nam różniczki

d

dr
=

dρ

dr

d

dρ
=

√
−8µE

h̄2

d

dρ
, (13.1.21)

d2

dr2
=

d

dr

d

dr
=

√
−8µE

h̄2

d

dρ

√
−8µE

h̄2

d

dρ
= −8µE

h̄2

d2

dρ2
. (13.1.22)

Oznaczmy
U(r) = U(ρ). (13.1.23)

Zwróćmy uwageι, że U(r) i U(ρ) saι w istocie różnymi funkcjami, oznaczonymi dla
wygody taι samaι literaι. Wstawmy obliczone powyżej różniczki do równania (13.1.18),
otrzymamy

d2

dρ2
U(ρ) + (− l(l + 1)

ρ2
− Ze2

4E

√
−8µE

h̄2

1

ρ
− 1

4
)U(ρ) = 0. (13.1.24)

Wprowadźmy oznaczenie

λ = −
√
−8µE

h̄2

Ze2

4E
. (13.1.25)

Wtedy nasze równanie przyjmuje postać

d2

dρ2
U(ρ) + (− l(l + 1)

ρ2
+

λ

ρ
− 1

4
)U(ρ) = 0. (13.1.26)

Rozważmy przypadki graniczne. Najpierw niech ρ → +∞. Wówczas wyrazy, w
których pojawia sieι ρ−1 i ρ−2 możemy pominaιć, gdyż daιżaι one do zera dla bardzo
dużych ρ, i nasze równanie przyjmuje postać

d2

dρ2
U(ρ)− 1

4
U(ρ) = 0. (13.1.27)
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Rozwiaιzanie jest postaci
U(ρ) = C1e

ρ
2 + C2e

− ρ
2 . (13.1.28)

CzÃlonu e
ρ
2 nie można unormować i ze wzgleιdów fizycznych go pomijamy. Staιd z

dokÃladnościaι do staÃlej mamy
U(ρ) = e−

ρ
2 , (13.1.29)

ostatecznie
ρ → +∞⇒ U(ρ) → e−

ρ
2 . (13.1.30)

Teraz rozważmy ρ → 0. CzÃlon w którym wysteιpuje ρ−2 rośnie na tyle szybko dla
bardzo maÃlych ρ, że pozostaÃle wyrazy możemy pominaιć. Nasze równanie przyjmuje
postać

d2

dρ2
U(ρ)− l(l + 1)

ρ2
U(ρ) = 0. (13.1.31)

Postulujemy, że rozwiaιzanie jest postaci wielomianu, ale ponieważ ρ << 1 to wystar-
czy rozważyć tylko wyraz przy najniższej poteιdze w wielomianie, gdyż pozostaÃle saι

znacznie mniej znaczaιce. Staιd mamy

U(ρ) = aρs. (13.1.32)

Obliczmy potrzebne nam pochodne.

U ′(ρ) = asρs−1 (13.1.33)

U ′′(ρ) = as(s− 1)ρs−2. (13.1.34)

Podstawiamy to do równania i dostajemy

as(s− 1)ρs−2 − l(l + 1)ρs−2 = 0. (13.1.35)

Staιd mamy równanie kwadratowe ze wzgleιdu na s

s(s− 1) = l(l + 1). (13.1.36)

Po rozwiaιzaniu otrzymujemy

s = −l lub s = l + 1, (13.1.37)

co daje nam
U(ρ) = ρ−l lub U(ρ) = ρl+1. (13.1.38)

Pamieιtajaιc zaÃlożenia robione przy podstawieniu

ρ = 0 ⇒ U(ρ) = 0 (13.1.39)

możemy wyeliminować rozwiaιzanie U(ρ) = ρ−l, które powyższego warunku nigdy
nie speÃlni. W końcu

ρ → 0 ⇒ U(ρ) → ρl+1. (13.1.40)
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Wróćmy teraz do naszego równania dla dowolnego ρ. Postulujemy, że rozwiaιzanie
jest postaci

U(ρ) = e−
ρ
2 ρl+1g(ρ), (13.1.41)

gdzie

g(ρ) =
+∞∑

k=0

ckρ
k. (13.1.42)

Mamy

U(ρ) = e−
ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l+1. (13.1.43)

Obliczamy pochodne

U ′(ρ) = −1

2
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l+1 + e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)ρk+l (13.1.44)

U ′′(ρ) =
1

4
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l+1 − 1

2
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)ρk+l+

−1

2
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)ρk+l + e−
ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)(k + l)ρk+l−1. (13.1.45)

Wstawiamy to do równania (13.1.26) i mamy

1

4
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l+1 − e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)ρk+l+

+e−
ρ
2

+∞∑

k=0

ck(k + l + 1)(k + l)ρk+l−1 − e−
ρ
2 l(l + 1)

+∞∑

k=0

ckρ
k+l−1+

+λe−
ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l − 1

4
e−

ρ
2

+∞∑

k=0

ckρ
k+l+1 = 0. (13.1.46)

Po uproszczeniu dochodzimy do równania

+∞∑

k=0

(λ− k − l − 1)ckρ
k+l +

+∞∑

k=0

ck[(k + l + 1)(k + l)− l(l + 1)]ρk+l−1 = 0. (13.1.47)

Możemy zwinaιć wyrazy w drugim czÃlonie

(k+ l+1)(k+ l)− l(l+1) = k2 +2kl+ l2 +k+ l− l2− l = k2 +2kl+k = k(k+2l+1)
(13.1.48)

i mamy
+∞∑

k=0

(λ− k − l − 1)ckρ
k+l +

+∞∑

k=0

ckk(k + 2l + 1)ρk+l−1 = 0.

Podobnie jak przy oscylatorze harmonicznym i kwadracie momentu peιdu, prze-
chodzimy z k do k + 1 w drugim czÃlonie i dostajemy

+∞∑

k=0

[(λ− k − l − 1)ck + (k + 1)(k + 2l + 2)ck+1]ρ
k+l = 0. (13.1.49)
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Staιd możemy otrzymać wzór na wspóÃlczynniki ck

ck+1 = ck
k + l + 1− λ

(k + 1)(k + 2l + 2)
. (13.1.50)

Saι to wspóÃlczynniki wielomianu Laguerre’a, a zatem g(ρ) jest wielomianem La-
guerre’a. Ponieważ dla ρ → +∞ funkcja U(ρ) → +∞, a powinnna daιżyć do zera
aby można byÃlo jaι unormować, to musimy jaι urwać po pewnym wyrazie. Niech
istnieje k = nr takie, że cnr+1 = 0. Wówczas

nr + l + 1− λ = 0 ⇒ λ = nr + l + 1. (13.1.51)

Wprowadźmy oznaczenie
n = nr + l + 1 (13.1.52)

i otrzymamy
λ = n. (13.1.53)

Liczbeι n nazywamy gÃlównaι liczbaι kwantowaι.
Korzystajaιc z tego, że

λ = −
√
−8µE

h̄2

Ze2

4E

i z tego, że

− 1

4E
= −

√
1

16E2
,

możemy napisać, że

n = λ = −
√
−8µE

h̄2

Ze2

4E
=

Ze2

h̄

√
− 8µE

16E2
=

Ze2

h̄

√
− µ

2E
. (13.1.54)

Czyli

n =
Ze2

h̄

√
− µ

2E
, (13.1.55)

staιd

n2 =
Z2e4

h̄2 (− µ

2E
) ⇒ (13.1.56)

n2 = −Z2e4µ

2Eh̄2 . (13.1.57)

W końcu możemy wyznaczyć wartość wÃlasnaι energii En:

En = −Z2e4µ

2h̄2

1

n2
, n = 1, 2, . . . (13.1.58)

Wprowadźmy oznaczenia

R =
2π2µe4

h3c
(13.1.59)

i

EH = Rhc =
µe4

2h̄2 , (13.1.60)
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gdzie R nazywamy staÃlaι Rydberga, a EH jest energiaι stanu podstawowego atomu
wodoru. Wówczas mamy

En = −Z2

n2
EH . (13.1.61)

Powyższy wzór zgadza sieι w miareι dokÃladnie z wynikami doświadczalnymi, nie
tÃlumaczy jednak struktury subtelnej poziomów energetycznych i widma, pochodzaι-
cych od relatywistycznej zależności masy elektronu od jego preιdkości i spinu elek-
tronu. Zależności te dostajemy w wyniku rozwiaιzania relatywistycznego równania
Diraca, którym jednak nie beιdziemy sieι zajmować.
Nasz wielomian ρl+1g(ρ), zależny od dwóch caÃlkowitych liczb n i l, przy czym

l = 0, 1, 2, . . . , n = 1, 2, 3, . . . , n > l. (13.1.62)

Jest to tak zwany stowarzyszony wielomian Laguerre’a L2l+1
n+l (ρ) stopnia n+ l− 2l−

1 = n − l − 1 = nr. Wielomian Laguerre’a stopnia q (czyli wielomian Laguerre’a
stopnia q − 0) określony jest wzorem Rodrigueza

Lq(ρ) = eρ dq

dρq
(ρqe−ρ). (13.1.63)

Stowarzyszone wielomiany Laguerre’a zwiaιzane saι z wielomianami Laguerre’a pop-
rzez wzór

Lp
q(ρ) =

dp

dρp
Lq(ρ). (13.1.64)

Znajaιc funkcjeι U(ρ) = Un,l(ρ), możemy wyznaczyć Un,l(r), a staιd funkcjeι radialnaι

Rn,l(r), która, co można wykazać, przecina oś r w nr punktach.Mamy już peÃlnaι

funkcjeι falowaι atomu wodoru

Ψn,l,m(r, ϑ, ϕ) = Rn,l(r)Yl,m(ϑ, ϕ). (13.1.65)

ZakÃladamy, że jest ona unormowana, tzn.

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|Ψn,l,m(x, y, z)|2 dx dy dz = 1, (13.1.66)

gdzie
dx dy dz = r2 sin(ϑ) dr dϑ dϕ = r2 dr dΩ. (13.1.67)

Możemy przepisać warunek normalizacyjny w postaci

1 =
∫

4π
Y ∗

l,m(ϑ, ϕ)Yl,m(ϑ, ϕ) dΩ
∫ +∞

0
r2R2

n,l(r) dr. (13.1.68)

Możemy wprowadzić wielkość

D(r) = r2R2
n,l(r) (13.1.69)

zwanaι radialnaι geιstościaι prawdopodobieństwa.
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Dla określonego n mamy
n = 1, 2, 3, . . . (13.1.70)

nr = 0, 1, 2, 3, . . . (13.1.71)

l = 0, 1, . . . , n− 1 (13.1.72)

m = −l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , l − 1, l, (13.1.73)

gdzie n nazywamy gÃlównaι liczbaι kwantowaι, l nazywamy orbitalnaι liczbaι kwantowaι,
a m nazywamy magnetycznaι liczbaι kwantowaι.
Wartości (energie) wÃlasne atomu wodoru, poza energiaι stanu podstawowego, saι

zdegenerowane. Wynika to z faktu, że En nie zależy od l, ani od m. Ponieważ
każdemu l odpowiada 2l + 1 niezależnych liniowo funkcji wÃlasnych, a każdemu n
odpowiada l liniowo niezależnych funkcji wÃlasnych to danemu n odpowiada

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2 (13.1.74)

niezależnych liniowo funkcji wÃlasnych. Wypiszmy kilka pierwszych wartości wÃlasnych
i odpowiadajaιcych im funkcji wÃlasnych (niezależnych liniowo):

E1 , Ψ100

E2 ,

{
Ψ200

Ψ21−1, Ψ210, Ψ211

E3 ,





Ψ300

Ψ31−1, Ψ310, Ψ311

Ψ32−2, Ψ32−1, Ψ320, Ψ321, Ψ322.

Jak widać z powyższych przykÃladów, zgodnie ze wzorem każdej wartości wÃlasnej En

odpowiada n2 niezależnych liniowo funkcji wÃlasnych.

13.2 Dyskusja otrzymanych wyników

Można wykazać, że funkcja falowa opisujaιc stan podstawowy atomu wodoru Ψ100

jest proporcjonalna do e−
r
c , gdzie c jest pewnaι staÃlaι. Wnioskujemy staιd, że w

teorii Schrödingera atom ma symetrieι sferycznaι, w przeciwieństwie do modelu atomu
wodoru Bohra, który jest pÃlaski. ÃLatwo możemy zauważyć, że geιstość prawdopodo-
bieństwa znalezienia elektronu jest różna od zera dla r = 0 i szybko maleje wraz ze
wzrostem r. Najbardziej prawdopodobna odlegÃlość od jaιdra (zazwyczaj przyjmuje
sieι, że jest to obszar w którym prawdopodobieństwo znalezienia elektronu ≥ 0, 9)
równa jest promieniowi pierwszej orbity Bohra.
Dla stanów wzbudzonych typu Ψn00 funkcje falowe majaι symetrieι sferycznaι, nato-
miast wraz ze wzrostem l funkcje falowe coraz mocniej zależaι od kaιtów. Przy
dużych wartościach liczb kwantowych n i l opis kwantowo mechaniczny wykazuje
duże podobieństwo do modelu Bohra-Sommerfelda.
Uogólniajaιc można powiedzieć, że gÃlówna liczba kwantowa n określa rozmiary atomu,
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orbitalna liczba kwantowa l określa ksztaÃlt atomu, natomiast magnetyczna liczba
kwantowa m określa orientacjeι atomu w przestrzeni (gdy dany jest kierunek pola
magnetycznego).



RozdziaÃl 14

Notacja Diraca

Zapiszmy iloczyn skalarny dwóch dowolnych funkcji (wektorów) należaιcych do przes-
trzeni L2

〈ϕn|ϕm〉 (14.1)

w myśl konwencji zwanej notacjaι Diraca ten iloczyn skÃlada sieι z dwóch czeιści, z bra
〈ϕn| i z keta |ϕm〉. Bra może sieι poÃlaιczyć z ketem tworzaιc w ten sposób iloczyn
skalarny (braket). Bra i kety mogaι sieι Ãlaιczyć również w inny sposób tworzaιc w ten
sposób np. iloczyny tensorowe.
Niech mamy dany iloczyn skalarny

〈ϕ1 + ϕ2|ϕ3 + ϕ4〉 = 〈ϕ1|ϕ3〉+ 〈ϕ1|ϕ4〉+ 〈ϕ2|ϕ3〉+ 〈ϕ2|ϕ4〉. (14.2)

W notacji Diraca ten iloczyn skalarny możemy zapisać jako

(〈ϕ1|+ 〈ϕ2|)(|ϕ3〉+ |ϕ4〉) (14.3)

co można prosto wykazać, ponieważ

(〈ϕ1|+ 〈ϕ2|)(|ϕ3〉+ |ϕ4〉) = 〈ϕ1|ϕ3〉+ 〈ϕ1|ϕ4〉+ 〈ϕ2|ϕ3〉+ 〈ϕ2|ϕ4〉 =

= 〈ϕ1 + ϕ2|ϕ3 + ϕ4〉.
Teraz sprawdźmy, czym jest wyrażenie powstaÃle z poÃlaιczenia ketu z bra postaci

|ϕ1〉〈ϕ2|. (14.4)

ZadziaÃlajmy na nie ketem |ϕ3〉

(|ϕ1〉〈ϕ2|)|ϕ3〉 = |ϕ1〉(〈ϕ2|ϕ3〉) (14.5)

Braket 〈ϕ2|ϕ3〉 jest liczbaι, czyli |ϕ1〉〈ϕ2| jest operatorem, beιdaιcym rzutem na kierunek
wyznaczany przez wektor |ϕ1〉.
Aby pokazać przykÃlad zastosowania notacji Diraca obliczymy wspóÃlczynniki rozwinieιcia
funkcji w bazie.
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Weźmy bazeι zupeÃlnaι w przestrzeni L2 {ϕn}n=0,...,+∞. Dowolna funkcja ψ(x) z tej
przestrzeni może zostać rozwinieιta w tej bazie jako:

|ψ〉 =
+∞∑

n=0

an|ϕn〉. (14.6)

DziaÃlamy na obie strony bra 〈ϕm| i dostajemy

〈ϕm|ψ〉 = 〈ϕm|
+∞∑

n=0

an|ϕn〉 =
+∞∑

n=0

an〈ϕm|ϕn〉 =
+∞∑

n=0

anδmn. (14.7)

To prowadzi do nasteιpujaιcego wyniku:

am = 〈ϕm|ψ〉. (14.8)

Tak wieιc rozwinieιcie funkcji ψ(x) możemy zapisać jako

ψ(x) =
+∞∑

n=0

〈ϕn|ψ〉ϕn(x). (14.9)

Zapiszmy to w notacji Diraca

|ψ〉 =
+∞∑

n=0

〈ϕn|ψ〉|ϕn〉 =
+∞∑

n=0

(|ϕn〉〈ϕn|)|ψ〉. (14.10)

Staιd
∑

n |ϕn〉〈ϕn| jest operatorem identycznościowym Î

Î =
∑
n

|ϕn〉〈ϕn|. (14.11)



RozdziaÃl 15

Funkcja uogólniona Delta Diraca.

W swoich pracach wielki angielski fizyk teoretyk Paul Adrien Maurice Dirac wpro-
wadziÃl nowaι funkcjeι oznaczanaι przez δ(x), nazwanaι później funkcjaι delta Diraca.
Jest ona zdefiniowana nasteιpujaιco:

δ(x− x0) =

{
0 dla x 6= x0

+∞ dla x = x0
(15.1)

oraz
∫ b

a
δ(x− x0)f(x) dx =





0 dla x /∈ [a, b]
1
2
f(x0) dla x0 = a lub x0 = b

f(x0) dla x0 ∈ (a, b),
(15.2)

przy czym zakÃladamy, że b > a.
Jednaι z ważniejszych wÃlasności funkcji Diraca jest fakt, że

∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1. (15.3)

Zajmijmy sieι teraz kilkoma zwiaιzkami speÃlnianymi przez funkcjeι δ. Po pierwsze,
jest ona funkcjaι parzystaι, tzn.

δ(x) = δ(−x). (15.4)

W prosty sposób możemy dowieść, że

δ(cx) =
1

|c|δ(x), c = const. (15.5)

Ponieważ funkcja delta Diraca δ(x) jest tzw. funkcjaι uogólnionaι, czyli majaιcaι sens
dopiero w dziaÃlaniu na innaι funkcjeι, to powyższaι równość należy rozumieć jako

∫ b

a
f(x)δ(cx) dx =

1

|c|
∫ b

a
f(x)δ(x) dx =

1

|c|f(0). (15.6)

Wyjdźmy z lewej strony powyższego wzoru. Korzystajaιc z parzystości funkcji δ(x),
dokonajmy podstawienia

y = |c|x ⇒ dx =
1

|c|dy. (15.7)
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Teraz wolno nam napisać, że
∫ b

a
f(x)δ(cx) dx =

1

|c|
∫ b

a
f(

y

|c|)δ(y) dx =
1

|c|f(0). (15.8)

Teraz wykażemy, że
xδ(x) = 0. (15.9)

Jak już wiemy, znaczy to, że musimy udowodnić wzór postaci
∫ b

a
f(x)xδ(x) dx = 0 (15.10)

Wprowadźmy funcjeι g(x) postaci

g(x) = xf(x) ⇒ g(0) = 0. (15.11)

To pozwala nam napisać, że
∫ b

a
f(x)xδ(x) dx =

∫ b

a
g(x)δ(x) dx = g(0) = 0. (15.12)

Zajmijmy sieι teraz dowodem wzoru

δ(x) =
d

dx
H(x), (15.13)

przy czym H(x) oznacza funkcjeι Heaviside’a zdefiniowanaι jako

H(x) =





0 dla x < 0,
1
2

dla x = 0,
1 dla x > 0.

(15.14)

Skonstruujmy funkcjeι postaci

Θ(x) =
∫ x

−∞
δ(x′) dx′. (15.15)

Z podanych wcześniej wiadomości wynika, że funkcja ta speÃlnia definicjeι funkcji
Heaviside’a, czyli że

Θ(x) = H(x). (15.16)

Z podstaw rachunku różniczkowego i caÃlkowego pamieιtamy, że

F (x) =
∫ x

x0

g(z) dz ⇒ g(x) =
d

dx
F (x), (15.17)

a staιd wynika, że

δ(x) =
d

dx
H(x).

Zajmijmy sieι nasteιpnaι wÃlasnościaι. Niech f(x) beιdzie funkcjaι majaιcaι jedno miejsce
zerowe w punkcie x = x0. Rozwińmy taι funkcjeι w otoczeniu miejsca zerowego w
szereg z dokÃladnościaι do drugiego wyrazu, czyli

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0). (15.18)
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Wiemy, że f(x0) = 0 i staιd

f(x) = f ′(x0)(x− x0). (15.19)

Ponieważ f ′(x0) jest liczbaι to oznaczmy jaι przez c, a x−x0 oznaczmy przez y. Staιd
mamy

f(x) = cy. (15.20)

Obliczmy teraz wartość δ(f(x)) korzystajaιc z

δ(f(x)) = δ(cy) =
1

|c|δ(y) =
δ(x− x0)

|f ′(x0)| . (15.21)

Tak wieιc mamy nasteιpnaι wÃlasność funkcji δ(x):

δ(f(x)) =
δ(x− x0)

|f ′(x0)| . (15.22)

Można wykazać, że jeśli funkcja f(x) ma n jednokrotnych pierwiastków to jest
prawdziwe

δ(f(x)) =
n∑

i=1

δ(x− xi)

|f ′(xi)| . (15.23)
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RozdziaÃl 16

Metody przybliżone

16.1 Rachunek zaburzeń dla stanów niezdegene-

rowanych

Rachunek zaburzeń stosujemy w celu przybliżonego rozwiaιzania zagadnienia postaci

ĤΨn = EnΨn, (16.1.1)

przy czym
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′, λ ∈ C, (16.1.2)

gdzie Ĥ0 oznacza niezaburzonaι czeιść operatora Hamiltona, speÃlniajaιcaι niezależne
od czasu równanie Schrodingera

Ĥ0Ψ
(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n , (16.1.3)

którego rozwiaιzanie znamy, natomiast Ĥ ′ oznacza niewielkie zaburzenie. Możemy
napisać

(Ĥ0 + λĤ ′)Ψn = EnΨn. (16.1.4)

Rozwińmy En i Ψn w szereg

Ψn = Ψ(0)
n + λΨ(1)

n + λ2Ψ(2)
n + . . . , (16.1.5)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . . (16.1.6)

Podstawiamy te rozwinieιcia i dostajemy

(Ĥ0 + λĤ ′)(Ψ(0)
n + λΨ(1)

n + λ2Ψ(2)
n + . . .) =

= (E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . .)(Ψ(0)

n + λΨ(1)
n + λ2Ψ(2)

n + . . .). (16.1.7)

Porównujaιc wyrazy przy tych samych poteιgach λ, mamy

λ0 : Ĥ0Ψ
(0)
n = E(0)

n Ψ(0)
n

λ1 : Ĥ0Ψ
(1)
n + Ĥ ′Ψ(0)

n = E(0)
n Ψ(1)

n + E(1)
n Ψ(0)

n

105



106 ROZDZIAÃL 16. METODY PRZYBLIŻONE

λ2 : Ĥ0Ψ
(2)
n + Ĥ ′Ψ(1)

n = E(0)
n Ψ(2)

n + E(1)
n Ψ(1)

n + E(2)
n Ψ(0)

n .

Przepiszmy wyrazy przy pierwszej poteιdze λ, korzystajaιc z notacji Diraca

Ĥ0|Ψ(1)
n 〉+ Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 = E(0)
n |Ψ(1)

n 〉+ E(1)
n |Ψ(0)

n 〉 (16.1.8)

i wymnożmy obustronnie przez Ψ(0)
n

〈Ψ(0)
n |Ĥ0|Ψ(1)

n 〉+ 〈Ψ(0)
n |Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 = 〈Ψ(0)
n |E(0)

n |Ψ(1)
n 〉+ 〈Ψ(0)

n |E(1)
n |Ψ(0)

n 〉.

Wyciaιgamy staÃle przed iloczyn skalarny i staιd

〈Ψ(0)
n |Ĥ0|Ψ(1)

n 〉+ 〈Ψ(0)
n |Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 = E(0)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(1)
n 〉+ E(1)

n 〈Ψ(0)
n |Ψ(0)

n 〉.

Korzystajaιc z hermitowskości operatora Ĥ0, możemy napisać

〈Ψ(0)
n |Ĥ0|Ψ(1)

n 〉 = 〈Ĥ0Ψ
(0)
n |Ψ(1)

n 〉 = E(0)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(1)
n 〉.

Wstawiajaιc powyższy wynik do równania, mamy:

E(0)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(1)
n 〉+ 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉 = E(0)

n 〈Ψ(0)
n |Ψ(1)

n 〉+ E(1)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(0)
n 〉,

a staιd
〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉 = E(1)

n 〈Ψ(0)
n |Ψ(0)

n 〉. (16.1.9)

Ponieważ funkcje bazy saι ortonormalne to

〈Ψ(0)
n |Ψ(0)

k 〉 = δnk. (16.1.10)

Korzystajaιc z powyższej wÃlasności, wolno nam napisać

〈Ψ(0)
n |Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 = E(1)
n δnn. (16.1.11)

Oznaczmy
〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉 = H ′

nn, (16.1.12)

gdzie H ′
nn oznacza element macierzowy operatora zaburzenia w stanie niezabu-

rzonym. Tak wieιc mamy wzór na poprawkeι pierwszego rzeιdu do energii E(1)
n

E(1)
n = H ′

nn. (16.1.13)

Aby wyznaczyć poprawkeι drugiego rzeιdu, wymnożymy wyrazy przy drugiej poteιdze
λ przez Ψ(0)

n . Przeprowadzajaιc analogiczne rachunki jak powyżej, możemy w prosty
sposób doj́sć do poniższego wyrażenia

E(0)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(2)
n 〉+ 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(1)
n 〉 = E(0)

n 〈Ψ(0)
n |Ψ(2)

n 〉+ E(1)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(1)
n 〉+

+E(2)
n 〈Ψ(0)

n |Ψ(0)
n 〉. (16.1.14)

W końcu dochodzimy do wyrażenia na poprawkeι drugiego rzeιdu do energii E(2)
n

E(2)
n = 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′ − E(1)
n |Ψ(1)

n 〉. (16.1.15)
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Jak widać nie jest to jeszcze wzór, który nadaje sieι do natychmiastowego zastosowa-
nia, ponieważ nie znamy jawnej postaci funkcji Ψ(1)

n . Korzystajaιc z zupeÃlności bazy
{Ψ(0)

n }n=0,... możemy rozwinaιć w niej dowolnaι funkcjeι z przestrzeni L2 , czyli też
funkcjeι Ψ(1)

n . Zapiszmy to rozwinieιcie

Ψ(1)
n =

+∞∑

k=0

ankΨ
(0)
k . (16.1.16)

Przepisujemy powyższe wyrażenie w notacji Diraca

|Ψ(1)
n 〉 =

+∞∑

k=0

ank|Ψ(0)
k 〉. (16.1.17)

Napiszmy raz jeszcze wyrazy przy pierwszej poteιdze λ, korzystajaιc z notacji Diraca

Ĥ0|Ψ(1)
n 〉+ Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 = E(0)
n |Ψ(1)

n 〉+ E(1)
n |Ψ(0)

n 〉. (16.1.18)

Wstawmy funkcjeι Ψ(1)
n rozwinieιtaι w bazie {Ψ(0)

n }n=0,...:

+∞∑

k=0

ankĤ0|Ψ(0)
k 〉+ Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 =
+∞∑

k=0

ankE
(0)
n |Ψ(0)

k 〉+ E(1)
n |Ψ(0)

n 〉. (16.1.19)

Ostatnie równanie wymnóżmy skalarnie przez Ψ
(0)
l :

+∞∑

k=0

ank〈Ψ(0)
l |Ĥ0|Ψ(0)

k 〉+ 〈Ψ(0)
l |Ĥ ′|Ψ(0)

n 〉 =
+∞∑

k=0

ankE
(0)
n 〈Ψ(0)

l |Ψ(0)
k 〉+

+E(1)
n 〈Ψ(0)

l |Ψ(0)
n 〉. (16.1.20)

Korzystajaιc z ortonormalności funkcji bazowych (tzn. 〈Ψ(0)
n |Ψ(0)

k 〉 = δnk) i oznaczajaιc

przez H ′
ln iloczyn 〈Ψ(0)

l |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉, otrzymujemy

∑

k

ankE
(0)
k δlk + H ′

ln = anlE
(0)
n + E(1)

n δln. (16.1.21)

Z kolei korzystajaιc z delty Kroneckera δlk pozbywamy sieι sumowania po k i możemy
napisać

anlE
(0)
l + H ′

ln = anlE
(0)
n + E(1)

n δln. (16.1.22)

PrzeksztaÃlcajaιc ostatnie równanie otrzymujemy:

anl(E
(0)
l − E(0)

n ) + H ′
ln = E(1)

n δln (16.1.23)

Teraz musimy rozważyć dwa przypadki. W pierwszym niech n = l. Wówczas
dochodzimy do wyniku

E(1)
n = H ′

nn, (16.1.24)

który udaÃlo nam sieι uzyskać już wcześniej. Teraz sprawdzimy, co dostajemy dla
n 6= l. Widać od razu, że możemy staιd wyliczyć wartość wspóÃlczynnika anl:

anl =
H ′

ln

E
(0)
n − E

(0)
l

. (16.1.25)
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Przyjmujemy, że ann = 0.
Przepiszmy ponownie wyznaczonaι wcześniej postać wyrażenia opisujaιcego poprawkeι
drugiego rzeιdu do energii

E(2)
n = 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(1)
n 〉 − E(1)

n 〈Ψ(0)
n |Ψ(1)

n 〉.

Wstawiamy rozwinieιcie funkcji Ψ(1)
n i dostajemy

E(2)
n = 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|
+∞∑

k=0

ank|Ψ(0)
k 〉 − E(1)

n 〈Ψ(0)
n |

+∞∑

k=0

ank|Ψ(0)
k 〉. (16.1.26)

W wyniku prostych przeksztaÃlceń dochodzimy do postaci

E(2)
n =

+∞∑

k=0

ankH
′
nk − E(1)

n

+∞∑

k=0

ankδnk. (16.1.27)

Wiemy jednak, że E(1)
n = H ′

nn, czyli

E(2)
n =

+∞∑

k=0

ankH
′
nk −

+∞∑

k=0

H ′
nnankδnk. (16.1.28)

Wstawiamy obliczone wcześniej

anl =
H ′

ln

E
(0)
n − E

(0)
l

i mamy

E(2)
n =

+∞∑

k=0

H ′
knH

′
nk

E
(0)
n − E

(0)
k

−
+∞∑

k=0

H ′
knH ′

nn

E
(0)
n − E

(0)
k

δnk =

=
′∑

k

H ′
knH ′

nk

E
(0)
n − E

(0)
k

, (16.1.29)

gdzie znak prim przy sumie po k oznacza sumeι po wszystkich k takich, że k 6= n.
Wiemy, że

H ′
kn = 〈Ψ(0)

k |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉

oraz

H ′
nk = 〈Ψ(0)

n |Ĥ ′|Ψ(0)
k 〉 = (〈Ψ(0)

k |Ĥ ′|Ψ(0)
n 〉)∗ = (H ′

kn)∗,

wieιc

H ′
knH

′
nk = H ′

kn(H ′
kn)∗ = |H ′

kn|2. (16.1.30)

Wstawiajaιc powyższe wyniki, otrzymujemy końcowy wzór na poprawkeι drugiego
rzeιdu do energii

E(2)
n =

∑

k′

|H ′
kn|2

E
(0)
n − E

(0)
k

. (16.1.31)
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16.2 Rachunek zaburzeń dla stanów zdegenerowanych

W dalszym ciaιgu zajmujemy sieι stanami stacjonarnymi, jednakże teraz mamy pozio-
my zdegenerowane, tzn. jednej wartości wÃlasnej energii odpowiada wieιcej niż jedna
funkcja falowa. Zapiszmy niezależne od czasu równanie Schrödingera dla α-krotnej
degeneracji n-tego poziomu energetycznego.

Ĥ0Ψ
′(0)
nr = E(0)

n Ψ
′(0)
nr , r = 1, . . . , αn. (16.2.1)

W ogólności:
〈Ψ′(0)

nr |Ψ
′(0)
ns 〉 6= 0, r 6= s, (16.2.2)

ale zbiór {Ψ′(0)
ns s=1,...,αn} jest liniowo niezależny, czyli przez proces ortonormalizacji

możemy przej́sć do zbioru {Ψ(0)
ns s=1,...,αn}, takiego, że:

〈Ψ(0)
nr |Ψ(0)

ns 〉 = δsr. (16.2.3)

Dowolnaι funkcjeι z tego zbioru możemy zapisać jako

Ψ(0)
ns =

∑

k

askΨ
′(0)
nk . (16.2.4)

W prosty sposób możemy wykazać, że taka funkcja również speÃlnia równanie Schrö-
dingera:

Ĥ0Ψ
(0)
ns = Ĥ0

∑

k

askΨ
′(0)
nk =

∑

k

askĤ0Ψ
′(0)
nk =

∑

k

askE
(0)
n Ψ

′(0)
nk =

= E(0)
n

∑

k

askΨ
′(0)
nk = E(0)

n Ψ(0)
ns

Przyjmujemy, że funkcje odpowiadajaιce różnym wartościom wÃlasnym saι do siebie
wzajemnie ortogonalne, to znaczy:

〈Ψ(0)
mr|Ψ(0)

ns 〉 = 0, m 6= n, Em 6= En. (16.5)

Problem, który chcemy rozwiaιzać możemy zapisać:

ĤΨnr = EnrΨnr

gdzie
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′, λ ∈ C,

przy czym Ĥ ′ oznacza wprowadzane zaburzenie.
Kiedy λ → 0 ( czyli zaburzenie jest bardzo maÃle ) to

Enr → E(0)
nr = E(0)

n

Ψnr → χ(0)
nr (16.6)

gdzie χ(0)
nr jest kombinacjaι liniowaι funkcji bazowych:

χ(0)
nr =

∑
s

crsΨ
(0)
ns . (16.2.7)
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Rozwijajaιc Enr i Ψnr w szereg dostajemy:

Enr = E(0)
n + λE(1)

nr + . . . (16.8)

Ψnr = χ(0)
nr + λΨ(1)

nr + . . . (16.9)

Wstawiajaιc wyrażenia opisujaιce Ĥ , Enr i Ψnr do niezależnego od czasu równania
Schrodingera

ĤΨnr = EnrΨnr,

dostajemy:

(Ĥ0 + λĤ ′)(χ(0)
nr + λΨ(1)

nr + . . .) = (E(0)
n + λE(1)

nr + . . .)(χ(0)
nr + λΨ(1)

nr + . . .).

Grupujaιc wyrazy przy tych samych poteιgach λ, otrzymujemy:

λ0 : Ĥ0χ
(0)
nr = E(0)

n χ(0)
nr (16.10)

λ1 : Ĥ0Ψ
(1)
nr + Ĥ ′χ(0)

nr = E(0)
n Ψ(1)

nr + E(1)
nr χ(0)

nr . (16.11)

PrzeksztaÃlcajaιc wyrazy przy pierwszej poteιdze λ, otrzymujemy:

(Ĥ0 − E(0)
n )Ψ(1)

nr + (Ĥ ′ − E(1)
nr )χ(0)

nr = 0.

Korzystajaιc z tego, że baza {Ψ(0)
ns }n=1,...

s=1,...,αn
jest bazaι zupeÃlnaι w przestrzeni L2,

możemy zapisać Ψ(1)
nr jako:

Ψ(1)
nr =

∑

k,s

anrksΨ
(0)
ks . (16.2.12)

Ponadto wiemy, że
χ(0)

nr =
∑
s

crsΨ
(0)
ns .

Staιd
(Ĥ0 − E(0)

n )
∑

k,s

anrksΨ
(0)
ks + (Ĥ ′ − E(1)

nr )
∑
s

crsΨ
(0)
ns = 0. (16.13)

Mnożymy skalarnie równanie przez Ψ(0)
nq , gdzie q = 1, . . . , αn

〈Ψ(0)
nq |(Ĥ0 − E(0)

n )
∑

k,s

anrks|Ψ(0)
ks 〉+ 〈Ψ(0)

nq |(Ĥ ′ − E(1)
nr )

∑
s

crs|Ψ(0)
ns 〉 = 0.

Korzystamy z równania wÃlasnego

Ĥ0Ψ
(0)
ks = E

(0)
k Ψ

(0)
ks ,

czyli ∑

k,s

anrks(E
(0)
k − E(0)

n )〈Ψ(0)
nq |Ψ(0)

ks 〉+
∑
s

crs〈Ψ(0)
nq |Ĥ ′|Ψ(0)

ns 〉−

−∑
s

crsE
(1)
nr 〈Ψ(0)

nq |Ψ(0)
ns 〉 = 0. (16.2.14)
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Jak widać pierwszy czÃlon znika, ponieważ dla k = n różnica energii E
(0)
k − E(0)

n jest
równa zeru, natomiast jeżeli k 6= n, to z ortogonalności funkcji bazowych wynika, że
ich iloczyn skalarny wynosi zero. Korzystajaιc z tego, że

〈Ψ(0)
nq |Ψ(0)

ns 〉 = δqs

i oznaczajaιc 〈Ψ(0)
nq |Ĥ ′|Ψ(0)

ns 〉 przez H ′
nq,ns (jest to element macierzowy operatora zabu-

rzenia pomieιdzy stanami niezaburzonymi), dochodzimy do wyrażenia

α∑

s=1

csr(H
′
nq,ns − E(1)

nr δqs) = 0, q = 1, . . . , αn.

Warunkiem nietrywialności rozwiaιzań tego ukÃladu równań jest

det|(H ′
nq,ns − E(1)

nr δqs)| = 0. (16.2.15)

Jest to tak zwane równanie wiekowe (równanie sekularne). Rozwiaιzujaιc je, dosta-
jemy rozwiaιzania na E(1)

nr , przy r przebiegajaιcym od 1 do αn. Jeżeli wszystkie E(1)
nr

beιdaι od siebie różne, to degeneracja zostanie usunieιta caÃlkowicie.
Aby pokazać jak stosować taι metodeι, rozważymy teraz przypadek degeneracji dwu-
krotnej. Mamy:

Ĥ0Ψ
(0)
1 = E(0)Ψ

(0)
1 ,

Ĥ0Ψ
(0)
2 = E(0)Ψ

(0)
2 .

Korzystajaιc z wyprowadzonych wcześniej wzorów wolno nam napisać

{
c1r(H

′
11 − E(1)

r ) + c2rH
′
12 = 0,

c1rH
′
21 + c2r(H

′
22 − E(1)

r ) = 0.

Aby ten ukÃlad równań miaÃl rozwiaιzania nietrywialne, jego wyznacznik musi sieι
zerować, czyli ∣∣∣∣∣

H ′
11 − E(1)

r H ′
12

H ′
21 H ′

22 − E(1)
r

∣∣∣∣∣ = 0.

Rozwijajaιc ten wyznacznik, dostajemy

(H ′
11 − E(1)

r )(H ′
22 − E(1)

r )−H ′
21H

′
12 = 0.

Korzystajaιc z tego, że
H ′

21 = (H ′
12)

∗,

możemy przepisać powyższe równanie w nasteιpujaιcy sposób

(H ′
11 − E(1)

r )(H ′
22 − E(1)

r )− |H ′
12|2 = 0.

Wymnażajaιc nawiasy, dostajemy

H ′
11H

′
22 − E(1)

r H ′
11 − E(1)

r H ′
22 + (E(1)

r )2 − |H ′
12|2 = 0.
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Po uporzaιdkowaniu można zauważyć, że otrzymalísmy równanie kwadratowe ze
wzgleιdu na E(1)

r

(E(1)
r )2 − E(1)

r (H ′
11 + H ′

22) + H ′
11H

′
22 − |H ′

12|2 = 0.

Obliczamy wyróżnik tego równania, korzystajaιc ze znanego wzoru

∆ = (H ′
11 + H ′

22)
2 − 4(H ′

11H
′
22 − |H ′

12|2) = H ′2
11 + 2H ′

11H
′
22+

+H ′2
22 − 4H ′

11H
′
22 + 4|H ′

12|2 = H ′2
11 − 2H ′

11H
′
22 + H ′2

22 + 4|H ′
12|2 =

= (H ′
11 −H ′

22)
2 + 4|H ′

12|2.
Wartości E

(1)
1/2 beιdaιce pierwiastkami naszego równania kwadratowego wynoszaι

E
(1)
1/2 =

H ′
11 + H ′

22 ±
√

(H ′
11 −H ′

22)
2 + 4|H ′

12|2
2

.

Jeżeli te pierwiastki beιdaι różne(E
(1)
1 6= E

(1)
2 ), to degeneracja zostanie usunieιta

caÃlkowicie. Rozważmy operator Ĥ ′ dany w postaci macierzowej

Ĥ ′ =

(
H ′

11 H ′
12

H ′
21 H ′

22

)
.

Gdyby elementy H ′
12 i H ′

21 byÃly równe zeru to

E
(1)
1 =

1

2
(H ′

11 + H ′
22 + H ′

11 −H ′
22) = H ′

11

E
(1)
2 =

1

2
(H ′

11 + H ′
22 −H ′

11 + H ′
22) = H ′

22,

czyli degeneracja zostaÃlaby usunieιta.

16.3 Metoda wariacyjna

Skonstruujmy funkcjonaÃl postaci E[ϕ]

E[ϕ] =
〈ϕ|Ĥ|ϕ〉
〈ϕ|ϕ〉 , (16.3.1)

którego ekstremum (minimum) beιdzie pewnym oszacowaniem energii wÃlasnej ukÃladu.
W prosty sposób możemy wykazać, że jeżeli ϕ = Ψn, gdzie Ψn jest funkcjaι wÃlasnaι

operatora Ĥ pochodzaιcaι z równania wÃlasnego

ĤΨn = EnΨn, (16.3.2)

to wtedy wartość E[ϕ] beιdzie równa wartości wÃlasnej energii En

E[Ψn] =
〈Ψn|Ĥ|Ψn〉
〈Ψn|Ψn〉 =

En〈Ψn|Ψn〉
〈Ψn|Ψn〉 = En.
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Jeżeli istnieje ϕ takie, że E[ϕ] osiaιga ekstremum (minimum), tzn. wariacja z
funkcjonaÃlu znika ( δE[ϕ] = 0 ), to jednocześnie ϕ jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Ĥ,
a E[ϕ] jest jego wartościaι wÃlasnaι, której ta funkcja wÃlasna odpowiada.

Można to udowodnić w nasteιpujaιcy sposób. PrzeksztaÃlćmy funkcjonaÃl do postaci

E[ϕ]〈ϕ|ϕ〉 = 〈ϕ|Ĥ|ϕ〉.

Obliczmy wariacjeι obu stron

(δE[ϕ])〈ϕ|ϕ〉+ E[ϕ]δ(〈ϕ|ϕ〉) = δ(〈ϕ|Ĥ|ϕ〉).

Rozpisujaιc powyższe wyrażenie, dostajemy

(δE[ϕ])〈ϕ|ϕ〉+ E[ϕ]〈δϕ|ϕ〉+ E[ϕ]〈ϕ|δϕ〉 = 〈δϕ|Ĥ|ϕ〉+ 〈ϕ|Ĥ|δϕ〉. (16.3.3)

Ponieważ nasz funkcjonaÃl ma osiaιgać ekstremum (minimum), to δE[ϕ] = 0, skaιd
dostajemy

E[ϕ]〈δϕ|ϕ〉+ E[ϕ]〈ϕ|δϕ〉 = 〈δϕ|Ĥ|ϕ〉+ 〈ϕ|Ĥ|δϕ〉.
Przenosimy wszystko na lewaι stroneι

E[ϕ]〈δϕ|ϕ〉 − 〈δϕ|Ĥ|ϕ〉+ E[ϕ]〈ϕ|δϕ〉 − 〈ϕ|Ĥ|δϕ〉 = 0.

Korzystajaιc z wÃlasności iloczynu skalarnego, możemy to wyrażenie zapisać jako

〈δϕ|E[ϕ]− Ĥ|ϕ〉+ 〈ϕ|E[ϕ]− Ĥ|δϕ〉 = 0.

Wykorzystujaιc hermitowskość operatora Hamiltona oraz rzeczywistość E[ϕ], mamy

〈δϕ|E[ϕ]− Ĥ|ϕ〉+ 〈(E[ϕ]− Ĥ)ϕ|δϕ〉 = 0.

Teraz przechodzimy do jawnej postaci iloczynu skalarnego w przestrzeni L2

∫
(δϕ)∗(E[ϕ]− Ĥ)ϕdτ +

∫
{(E[ϕ]− Ĥ)ϕ}∗δϕdτ = 0.

z kolei wykorzystujaιc fakt, że (δϕ)∗ = δϕ∗ dostajemy

∫
δϕ∗(E[ϕ]− Ĥ)ϕdτ +

∫
{(E[ϕ]− Ĥ)ϕ}∗δϕdτ = 0.

Ponieważ wariacje δϕ∗ i δϕ saι liniowo niezależne, to wolno nam napisać

{
〈δϕ|E[ϕ]− Ĥ|ϕ〉 = 0,

〈(E[ϕ]− Ĥ)ϕ|δϕ〉 = 0.

Z powyższego wyrażenia wynika, że

{
(E[ϕ]− Ĥ)ϕ = 0,

(E[ϕ]− Ĥ)ϕ = 0.
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Powyższy ukÃlad równań prowadzi nas do wyrażenia

Ĥϕ = E[ϕ]ϕ, (16.3.4)

czyli do równania wÃlasnego operatora Hamiltona Ĥ z wartościaι wÃlasnaι E[ϕ] i z
odpowiadajaιcaι jej funkcjaι wÃlasnaι ϕ, co należaÃlo wykazać. Ważnym twierdzeniem
jest, że wartość E[ϕ] jest zawsze wieιksza baιdź równa energii stanu podstawowego
E0.
Tutaj dowód oparty jest o postać funkcjonaÃlu

E[ϕ] =
〈ϕ|Ĥ|ϕ〉
〈ϕ|ϕ〉 .

Niech baza funkcji wÃlasnych {Ψi}i=0,...,+∞ pochodzaιcych z równania wÃlasnego

ĤΨi = EiΨi (16.3.5)

beιdzie ortonormalna
〈Ψi|Ψk〉 = δik.

Korzystajaιc z zupeÃlności, możemy rozwinaιć w tej bazie dowolnaι funkcjeι próbnaι ϕ

ϕ =
+∞∑

i=0

ciΨi, ci ∈ C. (16.3.6)

Wstawiamy do funkcjonaÃlu powyższe rozwinieιcie funkcji ϕ

E[ϕ] =
〈∑+∞

i=0 ciΨi|Ĥ|∑+∞
k=0 ckΨk〉

〈∑+∞
i=0 ciΨi|∑+∞

k=0 ckΨk〉 .

Wyciaιgamy sumowania i staÃle przed iloczyn skalarny

E[ϕ] =

∑
i,k c∗i ck〈Ψi|Ĥ|Ψk〉∑

i,k c∗i ck〈Ψi|Ψk〉 .

Z ortonormalności funkcji bazowych wiemy, że

〈Ψi|Ψk〉 = δik.

Natomiast przepisujaιc równanie wÃlasne w notacji Diraca, mamy

Ĥ|Ψi〉 = Ei|Ψi〉, (16.3.7)

dlatego wolno nam napisać

E[ϕ] =

∑
i,k c∗i ckEkδik∑

i,k c∗i ckδik

=

∑
i c
∗
i ciEi∑

i c
∗
i ci

,

czyli dostajemy

E[ϕ] =

∑
i |ci|2Ei∑

i |ci|2 . (16.3.8)
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Od obu stron odejmujemy E0

E[ϕ]− E0 =

∑
i |ci|2Ei∑

i |ci|2 − E0.

Wykonujemy proste przeksztaÃlcenia

E[ϕ]− E0 =

∑
i |ci|2(Ei − E0)∑

i |ci|2 .

Wiemy, że Ei−E0 zawsze beιdzie wieιksze baιdź równe zeru, ponieważ E0 jest najniższaι

możliwaι energiaι ukÃladu (energiaι stanu podstawowego). WspóÃlczynniki ci wysteιpujaι

w kwadracie, zatem mnożenie przez nie nie zmieni znaku wyrażenia. Zatem wolno
nam napisać ∑

i |ci|2(Ei − E0)∑
i |ci|2 ≥ 0,

a staιd
E[ϕ]− E0 ≥ 0

czyli
E[ϕ] ≥ E0, (16.3.9)

co należaÃlo wykazać.
W praktyce w celu dokonania obliczeń bierzemy jakaίs bazeι
{χi}i=0,...,N takaι, że

〈χi|χk〉 = ∆ik, (16.3.10)

gdzie ∆ik jest caÃlka nakÃladania. Wybieramy funkcjeι próbnaι jako kombinacjeι funkcji
bazowych

ϕ =
N∑

i=0

ciχi. (16.3.11)

Nasz funkcjonaÃl jest postaci

E[ϕ]〈ϕ|ϕ〉 = 〈ϕ|Ĥ|ϕ〉.
Wyznaczmy 〈ϕ|ϕ〉

〈ϕ|ϕ〉 = 〈
N∑

i=0

ciχi|
N∑

k=0

ckχk〉 =
∑

i,k

c∗i ck∆ik.

Teraz wyznaczmy 〈ϕ|Ĥ|ϕ〉

〈ϕ|Ĥ|ϕ〉 = 〈
N∑

i=0

ciχi|Ĥ|
N∑

k=0

ckχk〉 =
∑

i,k

c∗i ck〈χi|Ĥ|χk〉 =
∑

i,k

c∗i ckHik.

Wstawiamy to do naszego funkcjonaÃlu

E[ϕ]
∑

i,k

c∗i ck∆ik =
∑

i,k

c∗i ckHik.
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Różniczkujemy powyższe wyrażenie wzgleιdem c∗l , korzystajaιc z faktu, że

∂ci

∂c∗l
= 0.

Ponadto, z warunku stacjonarności wiemy, że

∂E[ϕ]

∂c∗l
= 0.

W wyniku różniczkowania dostajemy

E[ϕ]
∑

i,k

∂c∗i
∂c∗l

ck∆ik =
∑

i,k

∂c∗i
∂c∗l

ckHik (16.3.12)

czyli

E[ϕ]
∑

i,k

δilck∆ik =
∑

i,k

δilckHik. (16.3.13)

Kasujemy sumowanie po i korzystajaιc z wÃlasności delty Kroneckera otrzymujemy

E[ϕ]
N∑

k=0

ck∆lk =
N∑

k=0

ckHlk. (16.3.14)

Przenosimy wszystko na jednaι stroneι

N∑

k=0

ck(Hlk − E[ϕ]∆lk) = 0, l = 0, . . . , N. (16.3.15)

Aby ukÃlad miaÃl rozwiaιzania nietrywialne, jego wyznacznik powinien sieι zerować

det|Hlk − E[ϕ]∆lk| = 0. (16.3.16)

Jest to, znane już nam, równanie wiekowe (równanie sekularne) rozwiaιzujaιc je dosta-
jemy E[ϕ] = E0, E1, . . . , EN , staιd obliczamy wspóÃlczynniki ck, a nasteιpnie wstaw-
iamy je do

ϕ =
N∑

i=0

ciχi (16.3.17)

i w ten sposób otrzymujemy przybliżone funkcje wÃlasne.

16.4 Rachunek zaburzeń zależny od czasu

W tym przypadku operator Hamiltona jest zależny od czasu (Ĥ = Ĥ(t)) i rozważamy
równanie Schrödingera z czasem

ih̄
∂

∂t
Ψ = ĤΨ, Ψ = Ψ(t). (16.4.18)
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ZakÃladamy, że operator Hamiltona możemy przedstawić jako sumeι czeιści niezabu-
rzonej, niezależnej od czasu i niewielkiego zaburzenia zależnego od czasu

Ĥ(t) = Ĥ0 + λĤ ′(t), λ ∈ C. (16.4.19)

Przy rachunku zaburzeń zależnych od czasu nie szukamy wartości energii, tylko
staramy sieι znależć przybliżonaι postać funkcji falowej Ψ.
Niech funkcja ψ

(0)
k beιdzie rozwiaιzaniem niezależnego od czasu równania Schrödingera

H0ψ
(0)
k = E

(0)
k ψ

(0)
k . (16.4.20)

Przyjmijmy, że funkcja Ψ0 speÃlnia zależne od czasu równanie Schrödingera dla op-
eratora Ĥ0 (jest to problem stacjonarny):

ih̄
∂

∂t
Ψ0 = Ĥ0Ψ0, Ψ0 = Ψ0(t). (16.4.21)

Udowodnimy, że funkcja postaci

Ψ0 =
+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t (16.4.22)

speÃlnia zależne od czasu równanie Schrödingera. Podstawmy jaι do lewej strony
równania

L = ih̄
∂

∂t
Ψ0 = ih̄

∂

∂t

+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t = ih̄(− i

h̄
)

+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k E

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t =

=
+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k E

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t.

Korzystajaιc z równania wÃlasnego dla operatora Ĥ0 (tzn. z niezależnego od czasu
równania Schrödingera), wiemy, że

E
(0)
k ψ

(0)
k = H0ψ

(0)
k ,

dlatego

L =
+∞∑

k=0

ckH0ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t = H0

+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t = H0Ψ0 = P.

W celu wyznaczenia funkcji Ψ beιdaιcej rozwiaιzaniem równania Schrödingera z cza-
sem dla zaburzonego operatora Hamiltona, posÃlużymy sieι metodaι uzmienniania
staÃlych Diraca. ZaÃlóżmy, że Ψ jest postaci

Ψ =
+∞∑

k=0

ckψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t (16.4.23)
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oraz, że wspóÃlczynniki ck saι funkcjami czasu, tzn. ck = ck(t).
Obliczmy najpierw ∂

∂t
Ψ:

∂

∂t
Ψ =

+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))ψ

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t − i

h̄

+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k E

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t.

Teraz obliczmy ĤΨ

ĤΨ = (Ĥ0 + λĤ ′)
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t = Ĥ0

+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t+

+λĤ ′
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t =
+∞∑

k=0

ck(t)Ĥ0ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t+

+λĤ ′
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t =
+∞∑

k=0

ck(t)E
(0)
k ψ

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t+

+λĤ ′
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t.

Mnożymy ∂
∂t

Ψ przez ih̄ i przyrównujemy do ĤΨ, skaιd mamy

ih̄
+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))ψ

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t +
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k E

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t =

=
+∞∑

k=0

ck(t)E
(0)
k ψ

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t + λĤ ′
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t. (16.4.24)

Po uproszczeniu dostajemy

ih̄
+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))ψ

(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t = λĤ ′
+∞∑

k=0

ck(t)ψ
(0)
k e−

i
h̄

E
(0)
k

t. (16.4.25)

Zapiszmy to w notacji Diraca

ih̄
+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))|ψ(0)

k 〉e− i
h̄

E
(0)
k t = λĤ ′

+∞∑

k=0

ck(t)|ψ(0)
k 〉e− i

h̄
E

(0)
k t (16.26)

Wymnażamy to skalarnie przez ψ
(0)
l

ih̄
+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))〈ψ(0)

l |ψ(0)
k 〉e− i

h̄
E

(0)
k

t = λ
+∞∑

k=0

ck(t)〈ψ(0)
l |Ĥ ′|ψ(0)

k 〉e− i
h̄

E
(0)
k

t. (16.27)

Po oznaczeniu
〈ψ(0)

l |Ĥ ′|ψ(0)
k 〉 = H ′

lk (16.4.28)

i skorzystaniu z ortonormalności bazy {ψ(0)
n }n=0,... (tzn.〈ψ(0)

l |ψ(0)
k 〉 = δlk), możemy

napisać

ih̄
+∞∑

k=0

(
∂

∂t
ck(t))δlke

− i
h̄

E
(0)
k

t = λ
+∞∑

k=0

ck(t)H
′
lke

− i
h̄

E
(0)
k

t. (16.4.29)
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Kasujaιc sumeι po lewej stronie dzieιki δlk, mamy

ih̄(
∂

∂t
cl(t))e

− i
h̄

E
(0)
l

t = λ
+∞∑

k=0

ck(t)H
′
lke

− i
h̄

E
(0)
k

t. (16.30)

Wymnażamy powyższe wyrażenie obustronnie przez − i
h̄
e

i
h̄

E
(0)
l

t i otrzymujemy

∂

∂t
cl(t) = −iλ

h̄

+∞∑

k=0

ck(t)H
′
lke

i
h̄
(E

(0)
l
−E

(0)
k

)t. (16.31)

Wyrażenie
E

(0)
l
−E

(0)
k

h̄
jest to tzw. czeιstość Bohra, któraι oznaczamy ωlk. Staιd mamy

∂

∂t
cl(t) = − iλ

h̄

+∞∑

k=0

ck(t)H
′
lke

iωlkt, l = 0, . . . (16.4.32)

Otrzymalísmy ukÃlad równań różniczkowych pierwszego rzeιdu na wspóÃlczynniki cl(t)
Ponieważ zaburzenie z zaÃlożenia jest bardzo maÃle, wobec tego wolno nam wprowadzić
poniższe rozwinieιcia

ck(t) = c
(0)
k + λc

(1)
k (t) + λ2c

(2)
k (t) + . . . (16.4.33)

∂

∂t
cl(t) =

∂

∂t
c
(0)
l + λ

∂

∂t
c
(1)
l (t) + λ2 ∂

∂t
c
(2)
l (t) + . . . (16.4.34)

Wstawiamy te rozwinieιcia do naszego ukÃladu równań

∂

∂t
c
(0)
l + λ

∂

∂t
c
(1)
l (t) + λ2 ∂

∂t
c
(2)
l (t) + . . . =

−λ
i

h̄

+∞∑

k=0

(c
(0)
k + λc

(1)
k (t) + λ2c

(2)
k (t) + . . .)H ′

lke
iωlkt. (16.35)

Porównujaιc wyrazy przy tych samych poteιgach λ, dostajemy

λ0 :
∂

∂t
c
(0)
l = 0 (16.36)

λ1 :
∂

∂t
c
(1)
l (t) = − i

h̄

+∞∑

k=0

c
(0)
k H ′

lke
iωlkt (16.37)

λ2 :
∂

∂t
c
(2)
l (t) = − i

h̄

+∞∑

k=0

c
(1)
k (t)H ′

lke
iωlkt. (16.38)

Uogólniajaιc ten wzór, możemy napisać dla dowolnego s caÃlkowitego i wieιkszego od
zera

λs :
∂

∂t
c
(s)
l (t) = − i

h̄

+∞∑

k=0

c
(s−1)
k (t)H ′

lke
iωlkt. (16.39)

Jeżeli uznamy, że wystarczy nam przybliżenie pierwszego rzeιdu, to

ck(t) = c
(0)
k + λc

(1)
k (t). (16.4.40)
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Przejdźmy teraz do interpretacji fizycznej wspóÃlczynnika ck.
Korzystajaιc z zasady zachowania prawdopodobieństwa, możemy napisać

+∞∑

k=0

|c(0)
k |2 = 1. (16.4.41)

|ck(t)|2 oznacza prawdopodobieństwo znalezienia funkcji w stanie opisanym funkcjaι

falowaι ψ
(0)
k po upÃlywie czasu t. Ustalmy czas t0, w którym wÃlaιczamy zaburzenie (tzn.

przed taι chwilaι ukÃlad byÃl niezaburzony). Ponadto zaÃlóżmy, że przed wÃlaιczeniem
zaburzenia ukÃlad opisywany byÃl funkcjaι ψ(0)

m , czyli korzystajaιc z normalizacji wolno
nam napisać

c
(0)
k = δkm. (16.4.42)

Wstawiajaιc powyższaι wartość c
(0)
k do wzoru wyprowadzonego wcześniej i ograniczajaιc

sieι tylko do poprawki pierwszego rzeιdu, mamy

∂

∂t
c
(1)
l (t) = − i

h̄

+∞∑

k=0

δkmH ′
lke

iωlkt. (16.4.43)

Korzystajaιc z wÃlasności delty Kroneckera, pozbywamy sieι sumowania po k

∂

∂t
c
(1)
l (t) = − i

h̄
H ′

lmeiωlmt.

Teraz musimy rozważyć dwa przypadki.
(1o) l = m ⇒ ωll = 0
wtedy

∂

∂t
c
(1)
l (t) = − i

h̄
H ′

ll.

CaÃlkujemy to wyrażenie obustronnie w granicach od t0 do t, gdzie t0 oznacza czas
wÃlaιczenia zaburzenia

∫ t

t0

∂

∂t′
c(1)
m (t′) dt′ = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′) dt′.

W wyniku dostajemy

c(1)
m (t)− c(1)

m (t0) = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′) dt′.

Wiemy jednak, że w chwili t0 dopiero wÃlaιczamy zaburzenie, czyli

c(1)
m (t0) = 0. (16.4.44)

Ostatecznie wzór na poprawkeι pierwszego rzeιdu w chwili t jest postaci

c(1)
m (t) = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′) dt′. (16.4.45)
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(2o) l 6= m
wtedy

∂

∂t
c
(1)
l (t) = − i

h̄
H ′

lmeiωlmt.

CaÃlkujemy obustronnie w granicach od t0 do t

∫ t

t0

∂

∂t′
c
(1)
l (t′) dt′ = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

lm(t′)eiωlmt′ dt′,

skaιd mamy

c
(1)
l (t)− c

(1)
l (t0) = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′)eiωlmt′ dt′.

Z poprzedniego przypadku wiemy, że

c
(1)
l (t0) = 0.

Tak wieιc mamy wzór na poprawkeι pierwszego rzeιdu w chwili t

c
(1)
l (t) = − i

h̄

∫ t

t0
H ′

lm(t′)eiωlmt′ dt′. (16.4.46)

Zastanówmy sieι teraz, jak wyglaιda poprawka do funkcji ψ(0)
m stanu, w którym ukÃlad

znajdowaÃl sieι przed zaburzeniem, czyli c(1)
m

cm(t) = c(0)
m + c(1)

m (t), t > t0. (16.4.47)

Z wcześniejszych zaÃlożeń wiemy, że c(0)
m = 1, staιd

cm(t) = 1 + c(1)
m (t) = 1 + (− i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′) dt′).

Korzystamy z postaci rozwinieιcia ex

ex ≈ 1 + x + . . .

i dostajemy

cm(t) ≈ exp(− i

h̄

∫ t

t0
H ′

mm(t′) dt′).

To oznacza, że
|cm(t)|2 = cm(t)∗m(t) ' 1, (16.4.48)

a ponieważ przed zaburzeniem |c(0)
m |2 = 1, to zaburzenie musi być bardzo maÃle.
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RozdziaÃl 17

Macierzowe ujeιcie mechaniki
kwantowej

17.1 Macierzowa reprezentacja funkcji i operatorów

Przypuśćmy, że mamy bazeι ortonormalnaι

{Ψk}k=1,...,N

i dwie funkcje ϕ i χ rozwinieιte w tej bazie

ϕ =
∑

k

ckΨk, (17.1.1)

χ =
∑

k

dkΨk.

Wówczas możemy zapisać jednoznacznie te funkcje, używajaιc jedynie wspóÃlczynników
rozwinieιcia (tzn. ck i dk):

ϕ =




c1

c2
...
ci
...

cN




, χ =




d1

d2
...
di
...

dN




. (17.1.2)

Zapiszmy iloczyn skalarny tych dwóch funkcji

〈χ|ϕ〉 = 〈∑
n

dnΨn|
∑
m

cmΨm〉 =
∑
n,m

d∗ncmδnm =
(

d∗1 d∗2 . . .
)




c1

c2
...


 .

Pierwsza macierz jest hermitowskim sprzeιżeniem macierzy χ

(
d∗1 d∗2 . . .

)+
=




d1

d2
...


 . (17.1.3)

123
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Tak wieιc nasz iloczyn skalarny możemy w jeιzyku macierzowym zapisać jako iloczyn
macierzy

〈χ|ϕ〉 = χ+ϕ. (17.1.4)

Operator dziaÃlajaιcy w określonej wcześniej przestrzeni funkcji również możemy za-
pisać w postaci macierzowej. Element macierzowy Am,n operatora Â w bazie {Ψk}
zdefiniowany jest jako

Am,n = 〈Ψm|Â|Ψn〉. (17.1.5)

Rozważmy poniższe równanie
χ = Âϕ. (17.1.6)

Przechodzaιc do notacji Diraca, mamy

|χ〉 = Â|ϕ〉.

Wstawiajaιc rozwinieιcia naszych funkcji ϕ i χ, mamy

∑
m

dm|Ψm〉 = Â
∑
n

cn|Ψn〉.

DziaÃlamy na obie strony bra 〈Ψl| i dostajemy

∑
m

dm〈Ψl|Ψm〉 =
∑
n

cn〈Ψl|Â|Ψn〉.

Staιd ∑
m

dmδl,m =
∑
n

cnAln =
∑
n

Alncn,

czyli mamy
dl =

∑
n

cnAln =
∑
n

Alncn.

W jeιzyku macierzowym powyższe równanie przyjmuje postać




d1

d2
...


 =




A11 A12 . . .
A21 A22 . . .
...

...
. . .







c1

c2
...


 . (17.7)

Rozważmy teraz równość operatorowaι

Â = B̂Ĉ (17.1.8)

Obliczmy elementy macierzowe w powyższej równości

〈Ψn|Â|Ψm〉 = 〈Ψn|B̂Ĉ|Ψm〉.

Z rozdziaÃlu dotyczaιcego notacji Diraca pamieιtamy, że

Î =
∑

k

|Ψk〉〈Ψk|.
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Wstawiajaιc to, dostajemy

Anm = 〈Ψn|B̂
∑

k

|Ψk〉〈Ψk|Ĉ|Ψm〉,

czyli mamy
Anm =

∑

k

BnkCkm.

Zapisujaιc to jako macierze, mamy




A11 A12 . . .
A21 A22 . . .
...

...
. . .


 =




B11 B12 . . .
B21 B22 . . .
...

...
. . .


 .




C11 C12 . . .
C21 C22 . . .
...

...
. . .


 . (17.1.9)

Jako ostatni przykÃlad zapiszmy równanie wÃlasne operatora Â

Âϕ = aϕ.

W zapisie macierzowym mamy




A11 A12 . . .
A21 A22 . . .
...

...
. . .







c1

c2
...


 = a




c1

c2
...


 . (17.1.10)

17.2 Oscylator harmoniczny

Zajmijmy sieι teraz oscylatorem harmonicznym liniowym. Jak wiemy, opisujaιcy go
Hamiltonian jest postaci

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x), (17.2.1)

przy czym

V (x) =
1

2
mω2x2. (17.2.2)

W wyniku rozwiaιzania niezależnego od czasu równania Schrödingera

ĤΨn = EnΨn

otrzymalísmy w rozdz. 11 wartości wÃlasne energii

En = h̄ω
(
n +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

i funkcje wÃlasne Ψn beιdaιce wielomianami Hermite’a.

Tutaj pokażemy inne podej́scie to tego zagadnienienia. Korzystajaιc z reprezen-
tacji liczby obsadzeń możemy bra 〈Ψn| zapisać jako 〈n|. Aby przej́sć ze stanu 0 do
1 oscylator musi ,,pochÃlonaιć” jeden foton o energii h̄ω. Czyli w reprezentacji liczby
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obsadzeń n oznacza liczbeι fotonów ,,pochÃlonieιtych” przez oscylator.
Wprowadźmy dwa operatory, operator kreacji

â+ =
1√

2mωh̄
(mωx̂− ip̂) (17.2.3)

i operator anihilacji

â− =
1√

2mωh̄
(mωx̂ + ip̂). (17.2.4)

Operator â− jest sprzeιżeniem hermitowskim operatora â+. Obliczmy komutator
[â−, â+]. Najpierw obliczymy â+â−

â+â− =
1

2mωh̄
(mωx̂− ip̂)(mωx̂ + ip̂) =

=
1

2mωh̄
(m2ω2x̂2 + imω(x̂p̂− p̂x̂) + p̂2) =

. . .

Wiemy, że
x̂p̂− p̂x̂ = [x̂, p̂] = ih̄,

staιd mamy

. . . =
1

2mωh̄
(m2ω2x̂2 −mωh̄ + p̂2) =

1

h̄ω
(

p̂2

2m
+

mω2x̂2

2
− h̄ω

2
).

Czyli

â+â− =
1

h̄ω
(Ĥ − h̄ω

2
). (17.2.5)

Analogicznie obliczamy, że

â−â+ =
1

h̄ω
(Ĥ +

h̄ω

2
). (17.2.6)

Korzystajaιc z powyższych obliczeń, możemy wypisać dwa wzory, z których beιdziemy
korzystać w późniejszych rozważaniach:

Ĥ = h̄ω(â+â− +
1

2
) (17.2.7)

i

Ĥ = h̄ω(â−â+ − 1

2
). (17.2.8)

Powróćmy jednak do obliczania naszego komutatora

[â−, â+] = â−â+ − â+â− =
1

h̄ω
(Ĥ +

h̄ω

2
)− 1

h̄ω
(Ĥ − h̄ω

2
) = 1.

Teraz obliczymy komutator [Ĥ, â+]

[Ĥ, â+] = h̄ω[â+â− +
1

2
, â+] = h̄ω[â+â−, â+] = h̄ω(â+â−â+ − â+â+â−) =
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= h̄ωâ+(â−â+ − â+â) = h̄ωâ+[â−, â+].

W ten sam sposób można wykazać, że

[Ĥ, â−] = −h̄ωâ−. (17.2.9)

W prosty sposób możemy wykazać, że operator kreacji â+ podwyższa stan, nato-
miast operator anihilacji â− obniża stan ukÃladu. Weźmy niezależne od czasu równanie
Schrödinegra

Ĥ|n〉 = En|n〉. (17.2.10)

Rozważmy teraz to równanie dla stanu |n〉, na który zadziaÃlano operatorem anihilacji
â−:

Ĥ(â−|n〉) = (â−Ĥ − h̄ωâ−)|n〉 = (â−Ĥ − h̄ωâ−)|n〉 =

= (â−Ĥ − h̄ωâ−)|n〉 = â−Ĥ|n〉 − h̄ωâ−|n〉 = â−En|n〉 − h̄ωâ−|n〉 =

= (En − h̄ω)(â−|n〉).
Dla operatora kreacji â+ dowód można przeprowadzić w analogiczny sposób. Staιd
wolno nam napisać, że

â−|n〉 ∼ |n− 1〉 (17.2.11)

i

â+|n〉 ∼ |n + 1〉. (17.2.12)

Oznaczmy wspóÃlczynnik proporcjonalności w pierwszym z powyższych wyrażeń przez
c

â−|n〉 = c|n− 1〉.
Sprzeιgamy to obustronnie w sposób hermitowski, pamieιtajaιc, że

(|n〉)+ = 〈n|

i mamy

(â−|n〉)+ = (c|n− 1〉)+,

co jest równe

〈n|(â−)+ = 〈n− 1|c∗.
Dostajemy staιd

〈n|â+ = 〈n− 1|c∗.
DziaÃlamy tym na

â−|n〉 = c|n− 1〉
i dostajemy

〈n|â+â−|n〉 = 〈n− 1|c∗c|n− 1〉.
Ponieważ funkcje wÃlasne saι ortonormalne, to 〈n− 1|n− 1〉 = 1, skaιd mamy

〈n|â+â−|n〉 = |c|2.
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Z wcześniejszych rozważań wiemy, że

â+â− =
1

h̄ω
(Ĥ − h̄ω

2
), (17.2.13)

dlatego dokonujemy podstawienia

1

h̄ω
〈n|Ĥ − h̄ω

2
|n〉 = |c|2.

Zajmijmy sieι lewaι stronaι powyższego wzoru

1

h̄ω
(〈n|Ĥ|n〉 − h̄ω

2
〈n|n〉) =

1

h̄ω
(h̄ω(n +

1

2
〈n|n〉 − h̄ω

2
) =

=
1

h̄ω
(h̄ωn +

h̄ω

2
− h̄ω

2
) =

1

h̄ω
h̄ωn = n.

Z dokÃladnościaι do czynnika fazowego

c2 = n ⇒ c =
√

n, (17.2.14)

a staιd
â−|n〉 =

√
n|n− 1〉. (17.2.15)

W podobny sposób można wykazać, że

â+|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉. (17.2.16)

Podstawiamy

Ĥ = h̄ω(â+â− +
1

2
)

do niezależnego do czasu równania Schrödingera

ĤΨn = EnΨn

i mamy

h̄ω(â+â− +
1

2
)Ψn = EnΨn.

Staιd dostajemy

â+â−Ψn =
1

h̄ω
(En − 1

2
h̄ω)Ψn, (17.2.17)

czyli operatory â+â− i Ĥ majaι wspólne funkcje wÃlasne.
Teraz pokażemy, że wszystkie wartości wÃlasne operatora â+â− saι nieujemne. Za-
piszmy równanie wÃlasne

â+â−|ϕ〉 = λ|ϕ〉.
ZadziaÃlajmy na obie strony bra 〈ϕ|

〈ϕ|â+â−|ϕ〉 = 〈ϕ|λ|ϕ〉.
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PrzeksztaÃlcajaιc powyższe wyrażenie, mamy

〈(â+)+ϕ|â−|ϕ〉 = λ〈ϕ|ϕ〉.

Korzystajaιc z faktu, że operator kreacji â+ jest hermitowskim sprzeιżeniem operatora
â−, możemy napisać, że

〈â−ϕ|â−|ϕ〉 = λ〈ϕ|ϕ〉,
a staιd

||â−ϕ||2 = λ||ϕ||2,
czyli

λ =
||â−ϕ||2
||ϕ||2 ≥ 0. (17.2.18)

To wÃlaśnie należaÃlo wykazać.
Wiemy, że

λn =
1

h̄ω
(En − 1

2
h̄ω),

staιd

En = h̄ω(λn +
1

2
). (17.2.19)

ZaÃlóżmy, że istnieje najmniejsza wartość wÃlasna i że jest niaι E0. Zapiszmy niezależne
od czasu równanie Schrödingera

Ĥ|0〉 = E0|0〉.

ZadziaÃlajmy na to równanie lewostronnie operatorem â−

â−Ĥ|0〉 = E0â−|0〉.

Korzystajaιc z faktu, że

â−Ĥ = [â−, Ĥ] + Ĥâ− = h̄ωâ− + Ĥâ−

dostajemy

h̄ωâ−|0〉+ Ĥâ−|0〉 = E0â−|0〉,
skaιd

Ĥ|â−0〉 = (E0 − h̄ω)|â−0〉. (17.2.20)

Funkcja |â−0〉 jest wieιc funkcjaι wÃlasnaι Hamiltonianu Ĥ z wartościaι wÃlasnaι E0− h̄ω,
mniejszaι od najmniejszej z zaÃlożenia wartości wÃlasnej E0. Mamy tutaj sprzeczność
i dlatego musi zachodzić

â−|0〉 = 0. (17.2.21)

ZadziaÃlajmy na powyższe równanie lewostronnie operatorem kreacji â+

â+â−|0〉 = 0. (17.2.22)
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Wykorzystujaιc to, że

â+â− =
1

h̄ω
(Ĥ − h̄ω

2
),

otrzymujemy
1

h̄ω
(Ĥ − h̄ω

2
)|0〉 = 0.

Staιd dostajemy równanie

Ĥ|0〉 =
h̄ω

2
|0〉,

czyli

E0 =
h̄ω

2
. (17.2.23)

ZadziaÃlajmy na otrzymane przez nas równanie lewostronnie operatorem kreacji â+

â+Ĥ|0〉 =
h̄ω

2
â+|0〉.

Posteιpujaιc podobnie jak w poprzednim przypadku, mamy

(Ĥâ+ + [â+, Ĥ])|0〉 =
h̄ω

2
â+|0〉. (17.2.24)

Komutator wysteιpujaιcy w powyższym równaniu obliczylísmy już wcześniej i dlatego
wolno nam napisać

(Ĥâ+ − h̄ωâ+)|0〉 =
h̄ω

2
â+|0〉.

Po uproszczeniu tego wyrażenia, mamy

Ĥ|â+0〉 = h̄ω(1 +
1

2
)|â+0〉.

â+|0〉 jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Hamiltona Ĥ, której odpowiada wartość wÃlasna
h̄ω(1 + 1

2
). ZadziaÃlajmy na to równanie operatorem kreacji â+

â+Ĥâ+|0〉 = h̄ω(1 +
1

2
)(â+)2|0〉.

Staιd mamy

(Ĥâ+ − h̄ωâ+)â+|0〉 = h̄ω(
1

2
+ 1)(â+)2|0〉.

Po uproszczeniu dostajemy równanie postaci

Ĥ(â+)2|0〉 = h̄ω(2 +
1

2
)(â+)2|0〉.

(â+)2|0〉 jest funkcjaι wÃlasnaι operatora Hamiltona Ĥ której odpowiada wartość wÃlasna
h̄ω(2 + 1

2
). Poprzez indukcjeι można wykazać, że

Ĥ|(â+)n0〉 = h̄ω(n +
1

2
)|(â+)n0〉,
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Przy czym wszystkie funkcje wÃlasne saι postaci (z dokÃladnościaι do staÃlej)

|n〉 = (â+)n|0〉,

a odpowiadajaιce im wartości wÃlasne to

En = h̄ω(n +
1

2
),

gdzie n = 0, 1, 2, . . .. Teraz unormujemy funkcjeι |n〉 = cn(â+)n|0〉. Chcemy, aby dla
dowolnego n

〈n|n〉 = 1.

Ponieważ to ma zachodzić dla dowolnego n, to zachodzi także dla n + 1, czyli

〈n + 1|n + 1〉 = 1.

Rozpisujaιc powyższy warunek, otrzymujemy

〈n + 1|n + 1〉 = 〈cn+1(â+)n+10|cn+1(â+)n+10〉 =

= |cn+1|2〈(â+)n+10|(â+)n+10〉 = |cn+1|2〈â+(â+)n0|â+(â+)n0〉 =

= |cn+1|2〈(â+)n0|(â+)+â+(â+)n0〉 = |cn+1|2〈(â+)n0|â−â+(â+)n0〉 =
.. .

Mnożymy bra i ket przez cn

cn

. . . = |cn+1|2〈cn

cn

(â+)n0|â−â+
cn

cn

(â+)n0〉 = |cn+1|2〈 1

cn

n|â−â+
1

cn

n〉 =

= |cn+1

cn

|2〈n|â−â+n〉 =
.. .

Korzystajaιc z wcześniejszych obliczeń, wiemy, że

â−â+ =
1

h̄ω
(Ĥ +

h̄ω

2
),

czyli
. . . = |cn+1

cn

|2〈n| 1

h̄ω
(Ĥ +

h̄ω

2
)n〉 = |cn+1

cn

|2[ 1

h̄ω
〈n|Ĥn〉+

1

2
〈n|n〉] =

= |cn+1

cn

|2[ 1

h̄ω
h̄ω(n +

1

2
)〈n|n〉+

1

2
] = |cn+1

cn

|2[(n +
1

2
) +

1

2
] = |cn+1

cn

|2(n + 1).

To powinno być równe jedności, czyli

1 = |cn+1

cn

|2(n + 1).

Wybieramy wszystkie cn tak, aby byÃly rzeczywiste i wieιksze od zera i mamy

cn+1 =
1√

n + 1
cn =

1√
n + 1

1√
n

cn−1 = . . . =
1√

(n + 1)!
c0,
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a staιd

cn =
1√
n!

c0.

Aby znaleźć c0, posÃlużymy sieι wyrażeniem na n-taι funkcjeι wÃlasnaι.

|n〉 = cn(â+)n|0〉.
Niech n = 0 i mamy

|0〉 = c0(â+)0|0〉 = c0|0〉 ⇒ c0 = 1,

wieιc unormowane do jedności funkcje wÃlasne saι postaci

|n〉 =
1√
n!

(â+)n|0〉.

Pozostaje odnalezienie funkcji |0〉. Aby to zrobić, musimy rozwiaιzać równanie

â−|0〉 = 0.

Pamieιtamy, że operator â− jest postaci

â− =
1√

2mh̄ω
(mωx̂ + ip̂).

Nadto wiemy, że w reprezentacji poÃlożeniowej

x̂ = x p̂ = −ih̄
d

dx
,

staιd mamy

â− =
1√

2mh̄ω
(mωx + h̄

d

dx
) =

√
h̄

2mω
(
mω

h̄
x +

d

dx
).

Po podstawieniu tego do równania mamy

â−|0〉 = 0 ⇒
√

h̄

2mω
(
mω

h̄
x +

d

dx
)|0〉 = 0.

Dzielimy to równanie obustronnie przez
√

h̄
2mω

i dostajemy

(
mω

h̄
x +

d

dx
)|0〉 = 0,

a wieιc nasze równanie przyjmuje postać

d

dx
|0〉 = −mω

h̄
x|0〉.

Rozwiaιzaniem ogólnym tego równania jest funkcja postaci

|0〉 = ce−
mω
2h̄

x2

.
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StaÃlaι c wyznaczymy z warunku normalizacyjnego

1 = 〈0|0〉 =
∫ +∞

−∞
|c|2e−mω

h̄
x2

dx = |c|2
√

π√
mω
h̄

= |c|2
√

h̄π

mω
⇒

⇒ |c|2 =

√
mω

h̄π
⇒ |c| = (

mω

h̄π
)

1
4 ,

czyli z dokÃladnościaι do czynnika fazowego wolno nam napisać

c = (
mω

h̄π
)

1
4 ,

staιd

|0〉 = (
mω

h̄π
)

1
4 e−

mω
2h̄

x2

.

Pamieιtajaιc, że

|n〉 =
1√
n!

(â+)n|0〉

możemy napisać w jawnej postaci funkcje wÃlasne jednowymiarowego oscylatora har-
monicznego i odpowiadajaιce im wartości wÃlasne:

|n〉 =
1√
n!

(
mω

h̄π
)

1
4 (

h̄

2mω
)

n
2 (

mω

h̄
x +

d

dx
)ne−

mω
2h̄

x2

, (17.2.25)

En = h̄ω(n +
1

2
), n = 0, 1, 2, . . . (17.2.26)

17.3 Macierzowa postać operatorów N̂ , Ĥ, â+ i â−

Wprowadźmy operator liczby czaιstek N̂ , zdefiniowany jako

N̂ = â+â−.

Udowodnijmy, że w wyniku dziaÃlania daje on liczbeι obsadzonych stanów

N̂ |n〉 = â+â−|n〉 = â+

√
n|n− 1〉 =

√
nâ+|n− 1〉 =

√
n
√

n|n〉 = n|n〉.

Znajdźmy teraz postać macierzowaι tego operatora

Nn,m = 〈n|N̂ |m〉 = m〈n|m〉 = mδn,m (17.3.27)

N =




0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 2 0 . . .
0 0 0 3 . . .
...

...
...

...
. . .




. (17.3.28)
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Teraz znajdźmy postać macierzowaι operatora Hamiltona

Hn,m = 〈n|Ĥ|m〉 = 〈n|h̄ω(m +
1

2
)|m〉 = h̄ω(m +

1

2
)δn,m (17.3.29)

H = h̄ω




1
2

0 0 0 . . .
0 3

2
0 0 . . .

0 0 5
2

0 . . .
0 0 0 7

2
. . .

...
...

...
...

. . .




. (17.3.30)

Nasteιpnie zapiszmy w postaci macierzowej operator anihilacji â−

(a−)n,m = 〈n|â−|m〉 = 〈n|√m|m− 1〉 =
√

mδn,m−1 (17.3.31)

a− =




0
√

1 0 0 . . .

0 0
√

2 0 . . .

0 0 0
√

3 . . .
0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
. . .




. (17.3.32)

Na koniec zapiszmy w postaci macierzowej operator kreacji â+.

(a+)n,m = 〈n|â+|m〉 = 〈n|√m + 1|m + 1〉 =
√

m + 1δn,m+1 (17.3.33)

a+ =




0 0 0 0 . . .√
1 0 0 0 . . .

0
√

2 0 0 . . .

0 0
√

3 0 . . .
...

...
...

...
. . .




. (17.3.34)



RozdziaÃl 18

Spinowy moment peιdu

Abstrakcyjnie, moment peιdu definiowany jest jako operator wektorowy ~̂J = (Ĵx, Ĵy, Ĵz)
speÃlniajaιcy relacjeι

~̂J × ~̂J = ih̄ ~̂J. (18.0.1)

Relacja ta jest, co wykażemy, równoważna relacji komutacyjnej

[Ĵk, Ĵl] = ih̄εklmĴm. (18.0.2)

Przypominijmy sobie jeszcze pewnaι wÃlasność symbolu Levi-Civity, a mianowicie

εmniεijk = δmjδnk − δmkδnj. (18.0.3)

Zacznijmy dowód, przy zastosowaniu umowy (konwencji) sumacyjnej Einsteina:

( ~̂J × ~̂J)i = equationεijkĴjĴk

εijkĴjĴk = ih̄Ĵi.

Mnożymy obie strony przez εmni:

εmniεijkĴjĴk = ih̄εmniĴi,

skaιd mamy
δmjδnkĴjĴk − δmkδnjĴjĴk = ih̄εmniĴi. (18.0.4)

Wykorzystujaιc wÃlasności delty Kroneckera, powyższy wzór redukuje sieι do

ĴmĴn − ĴnĴm = ih̄εmniĴi, (18.0.5)

co możemy zapisać jeszcze prościej

[Ĵm, Ĵn] = ih̄εmniĴi, (18.0.6)

a to należaÃlo wykazać.
Teraz wprowadźmy macierze Pauliego σi (i = 1, 2, 3). Z definicji saι to macierze
2× 2 speÃlniajaιce nasteιpujaιce warunki

σiσj − σjσi = 2iεijkσk (18.0.7)
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σiσj + σjσi = 2δijI, (18.0.8)

gdzie I oznacza macierz jednostkowaι o wymiarach 2× 2. Wypiszmy te macierze w
jawnej postaci

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (18.0.9)

Oprócz momentu peιdu L̂ wynikajaιcego z przestrzennych i peιdowych skÃladowych
czaιstki, zwiaιzany jest z niaι także spinowy moment peιdu Ŝ. Nie zależy on od peιdu
ani też od wspóÃlrzeιdnych przestrzennych czaιstki, a jego stany wÃlasne nie zaleιża
od warunków brzegowych naÃlożonych w przestrzeni. Spin jest cechaι wewneιtrznaι

czaιstki kwantowej, dajaιcaι dodatkowy stopień swobody, który musi być podany w
celu określenia stanu czaιstki. Spinowy moment peιdu dla czaιstki o spinie 1

2
(czyli na

przykÃlad dla elektronu) jest definiowany wzorem

~̂S =
1

2
h̄~σ, (18.0.10)

gdzie

~σ = (σ1, σ2, σ3). (18.0.11)

Teraz udowodnimy, że tak zdefiniowany spinowy moment peιdu jest momentem peιdu
w sensie definicji podanej na poczaιtku tego rozdziaÃlu, czyli

~̂S × ~̂S = ih̄ ~̂S (18.12)

( ~̂S × ~̂S)i = εijkŜjŜk =
1

4
h̄2εijkσjσk =

.. . (18.13)

Dodajaιc do siebie stronami równania definiujaιce macierze Pauliego, dostajemy

σjσk = δjkI + iεjkmσm, (18.0.14)

staιd mamy

. . . =
1

4
h̄2εijk(δjkI + iεjkmσm) =

1

4
h̄2iεijkεjkmσm = (18.0.15)

=
1

4
h̄2iεijkεjkmσm = −1

4
h̄2iεijkεkjmσm =

= −1

4
h̄2i(δijδjm − δimδjj)σm = −1

4
h̄2i(δim − 3δim)σm =

=
1

2
ih̄2δimσm =

1

2
ih̄2σi = ih̄(

1

2
h̄σi) = ih̄Ŝi.

CaÃlkowity moment peιdu czaιstki definiujemy jako

~̂J = ~̂L + ~̂S. (18.0.16)
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Wykażemy, że jeśli

[~̂L, ~̂S] = 0,

to operator ~̂J również jest operatorem momentu peιdu w myśl definicji

~̂J × ~̂J = ih̄ ~̂J,

któraι możemy przepisać jako
εijkĴjĴk = ih̄Ĵi. (18.0.17)

Jak wiemy
εijkL̂jL̂k = ih̄L̂i

i
εijkŜjŜk = ih̄Ŝi.

Z zaÃlożenia

[~̂L, ~̂S] = 0 ⇒ L̂jŜk = ŜkL̂j. (18.0.18)

Wyjdziemy z lewej strony definicji i dojdziemy do prawej:

εijkĴjĴk = εijk(L̂j + Ŝj)(L̂k + Ŝk) = (18.0.19)

= εijkL̂jL̂k + εijkŜjŜk = ih̄L̂i + ih̄Ŝi = ih̄(L̂i + Ŝi) = ih̄Ĵi, (18.0.20)

co trzeba byÃlo pokazać. Po drodze skorzystalísmy z rachunków pomocniczych:

εijkL̂jŜk + εijkŜjL̂k = εijkL̂jŜk + εijkL̂kŜj =
.. .

W drugim czÃlonie zamieniamy oznacznia k na j i j na k i mamy

. . . = εijkL̂jŜk + εikjL̂jŜk =
.. .

Teraz korzystajaιc z wartości symbolu Levi-Civity przestawiamy k z j, zmieniajaιc
znak

= εijkL̂jŜk − εijkL̂jŜk = 0.
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RozdziaÃl 19

Ruch elektronu w ciele staÃlym

19.1 PotencjaÃl periodyczny

PotencjaÃl w ciele staÃlym możemy schematycznie przedstawić jako szereg studni po-
tencjaÃlu przedstawionych na poniższym rysunku:

-

6

s s s

x

V (x)

potencjaÃl

@
@

@
@

©© HH
jony (weιzÃly sieci krystalicznej)

Rys. 4 Schematyczny potencjaÃl w ciele staÃlym

W celu uÃlatwienia przeprowadzenia obliczeń, przybliżmy ten potencjaÃl opisujaιc doÃlki
potencjaÃlu za pomocaι barier prostokaιtnych, tak jak to jest pokazane na rysunku
znajdujaιcym sieι na nasteιpnej stronie.
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-

6

x

V (x)

V0

0 a d

³P P³b

I II I II

Rys. 5 PotencjaÃl periodyczny

Jest to tak zwany potencjaÃl Kroniga-Penneya, gdzie d oznacza staÃla sieci krysta-
licznej, a N oznacza ilość weιzÃlów w sieci. Zwykle N ∼ 1023. Aby nie martwić sieι o
warunki brzegowe nawijamy potencjaÃl na okraιg (przyjmujemy periodyczne warunki
brzegowe). Dla dużych N możemy przyjaιć, że

Nd ≈ 2πr.

Ten potencjaÃl jest periodyczny, tzn.

V (x) = V (x + d). (19.1.1)

Hamiltonian dla elektronu w takiej sieci krystalicznej jest postaci

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x), V (x) = V (x + d), (19.1.2)

gdzie m oznacza maseι elektronu. Funkcje wÃlasne tego Hamiltonianu nazywamy
falami Blocha.

19.2 Fale Blocha

Rozważmy operator translacji D̂ zdefiniowany w nasteιpujaιcy sposób:

D̂ϕ(x) = ϕ(x + d), (19.2.3)

gdzie ϕ(x) oznacza dowolnaι funkcjeι z przestrzeni L2. Można wykazać, że funkcje
wÃlasne tego operatora saι postaci

ϕ(x) = eikxu(x), (19.2.4)

przy czym
u(x) = u(x + d). (19.5)
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ZadziaÃlajmy operatorem translacji D̂ na funkcjeι wÃlasnaι ϕ(x)

D̂ϕ(x) = D̂eikxu(x) = eik(x+d)u(x + d) =
. . . (19.2.6)

korzystamy ze wzoru (19.5)

. . . = eik(x+d)u(x) = eikdeikxu(x) = eikdϕ(x).

Wolno nam wieιc napisać, że

D̂ϕ(x) = eikdϕ(x), (19.2.7)

staιd wartości wÃlasne odpowiadajaιce funkcjom wÃlasnym ϕ(x) wynoszaι e
ikd. Obliczmy

komutator [D̂, Ĥ], przy czym przez ϕ(x) oznaczmy pewnaι funkcjeι próbnaι z przestrzeni
L2:

[D̂, Ĥ]ϕ(x) = (D̂Ĥ − ĤD̂)ϕ(x) = D̂(− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x))ϕ(x)+

−(− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x))D̂ϕ(x) = D̂(− h̄2

2m

d2ϕ(x)

dx2
+ V (x)ϕ(x))+

−(− h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x))ϕ(x + d) =

. . .

Wprowadźmy oznaczenie
D̂x = x′ = x + d, (19.2.8)

staιd mamy
d

dx
=

dx′

dx

d

dx′
=

d(x + d)

dx

d

dx′
=

d

dx′

i dalej
d2

dx2
=

d

dx

d

dx
=

d

dx′
d

dx′
=

d2

dx′2
.

Wracajaιc do naszego komutatora, mamy

. . . = − h̄2

2m

d2ϕ(x + d)

dx2
+V (x+d)ϕ(x+d)+

h̄2

2m

d2ϕ(x + d)

dx2
−V (x)ϕ(x+d) = (19.2.9)

= V (x + d)ϕ(x + d)− V (x)ϕ(x + d) =
. . .

i pamieιtajaιc, że potencjaÃl jest periodyczny, otrzymujemy

. . . = V (x + d)ϕ(x + d)− V (x + d)ϕ(x + d) = 0.

Ponieważ
[D̂, Ĥ] = 0,

to operator translacji D̂ i operator Hamiltona Ĥ majaι te same funkcjeι wÃlasne. Staιd
fale Blocha (funkcje wÃlasne tego Hamiltonianu) saι postaci

ϕ(x) = eikxu(x), u(x) = u(x + d), (19.2.10)
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co pozwala nam na zapis

ϕ(x + d) = eik(x+d)u(x + d) = eikdeikxu(x) = eikdϕ(x). (19.2.11)

Z ksztaÃltu potencjaÃlu wiemy, że

ϕ(x) = ϕ(x + Nd), (19.2.12)

czyli
eikxu(x) = eik(x+Nd)u(x + Nd),

ale ponieważ
u(x) = u(x + Nd) (19.2.13)

to mamy
eikx = eik(x+Nd),

a staιd
1 = eikNd. (19.2.14)

Korzystajaιc ze wzoru Eulera

eiϑ = cos ϑ + i sin ϑ (19.2.15)

możemy napisać
cos(kNd) + i sin(kNd) = 1 ⇒ (19.2.16)

⇒ kNd = 2πn, (n = 0,±1,±2, . . .). (19.2.17)

Staιd otrzymujemy, że

kn =
2π

d

n

N
⇒ (19.2.18)

⇒ knd

2π
=

n

N
. (19.2.19)

Dla dużych N (np. N ∼ 1023) widmo beιdzie praktycznie ciaιgÃle ponieważ kn+1−kn ≈
0.

19.3 Pasma energetyczne

Aby znaleźć jawnaι postać funkcji wÃlasnych ϕ(x), musimy rozwiaιzać równanie Schrö-
dingera dla naszego Hamiltonianu

Ĥϕ(x) = Eϕ(x) (19.3.20)

wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. W obszarze I (czyli dla 0 ≤ x ≤ a)
Hamiltonian przyjmuje postać

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
. (19.3.21)
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Staιd mamy równanie

− h̄2

2m

d2

dx2
ϕ1(x) = Eϕ1(x). (19.3.22)

Funkcja beιdaιca jego rozwiaιzaniem jest postaci

ϕ1(x) = Aeik1x + Be−ik1x, (19.3.23)

gdzie

k1 =

√
2mE

h̄2 .

W obszarze II (czyli dla a ≤ x ≤ d) mamy hamiltonian postaci

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V0, (19.3.24)

dlatego dostajemy równanie postaci

− h̄2

2m

d2

dx2
ϕ2(x) + V0ϕ2(x) = Eϕ2(x),

skaιd

− h̄2

2m

d2

dx2
ϕ2(x) = (EV0)ϕ2(x),

którego rozwiaιzaniem jest funkcja

ϕ2(x) = Ceik2x + De−ik2x,

gdzie

k2 =

√
2m(E − V0)

h̄2 .

Z drugiej strony pamieιtamy, że funkcje wÃlasne majaι być postaci

ϕ1(x) = eikxu1(x) (19.3.25)

ϕ2(x) = eikxu2(x), (19.3.26)

gdzie u1/2(x) oznaczajaι obwiednie oscylacji.
Aby otrzymać interesujaιcaι nas postać rozwiaιzania, narzucamy poniższe warunki
brzegowe

u1(0) = u2(d) (1)
u′1(0) = u′2(d) (2)
ϕ1(a) = ϕ2(a) (3)
ϕ′1(a) = ϕ′2(a) (4).

Wyprowadźmy zależność przydatnaι nam w dalszych rozważaniach

ϕ1/2(x) = eikxu1/2(x) ⇒ u1/2(x) = e−ikxϕ1/2(x). (19.3.27)
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Korzystajaιc z tej zależności, warunek brzegowy (1) możemy zapisać jako

ϕ1(0) = e−ikdϕ2(d).

Zajmijmy sieι teraz warunkiem brzegowym (2)

u′1/2(x) = (e−ikxϕ1/2(x))′ = −ike−ikxϕ1/2(x) + e−ikxϕ′1/2(x) = (19.3.28)

= e−ikxϕ′1/2(x)− iku1/2(x).

Wstawiajaιc to do warunku (2), otrzymujemy

ϕ′1(0)− iku1(0) = e−ikdϕ′2(d)− iku2(d),

czyli
ϕ′1(0) = e−ikdϕ′2(d). (19.3.29)

Zapiszmy przeksztaÃlcone warunki brzegowe

ϕ1(0) = e−ikdϕ2(d) (1)
ϕ′1(0) = e−ikdϕ′2(d) (2)
ϕ1(a) = ϕ2(a) (3)
ϕ′1(a) = ϕ′2(a) (4).

Wstawiajaιc funkcje wÃlasne ϕ1(x) i ϕ2(x) beιdaιce rozwiaιzaniem równania Schrödin-
gera

ϕ1(x) = Aeik1x + Be−ik1x, k1 =

√
2mE

h̄2 ,

ϕ2(x) = Ceik2x + De−ik2x, k2 =

√
2m(E − V0)

h̄2 , (19.3.30)

dostajemy warunki brzegowe w jawnej postaci

A + B = eikd(Ceik2d + De−ik2d) (1)
ik1(A−B) = eikdik2(Ceik2d −De−ik2d) (2)
Aeik1a + Be−ik1a = Ceik2a + De−ik2a (3)
ik1(Aeik1a −Be−ik1a) = ik2(Ceik2a −De−ik2a) (4).

Staιd dostajemy ukÃlad równań na wspóÃlczynniki A,B,C i D.





A + B − Ce−id(k−k2) −De−id(k+k2) = 0
k1A− k1B − k2Ce−id(k−k2) + k2De−id(k+k2) = 0
Aeik1a + Be−ik1a − Ceik2a −De−ik2a = 0
k1Aeik1a − k1Be−ik1a − k2Ceik2a + k2De−ik2a = 0.

Możemy zapisać to w postaci macierzowej i mamy




1 1 −e−id(k−k2) −e−id(k+k2)

k1 −k1 −k2e
−id(k−k2) k2e

−id(k+k2)

eik1a e−ik1a −eik2a −e−ik2a

k1e
ik1a −k1e

−ik1a −k2e
ik2a k2e

−ik2a







A
B
C
D


 = 0.
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Aby ten ukÃlad równań miaÃl rozwiaιzania nietrywialne, wyznacznik naszej macierzy
musi sieι zerować

detW = 0. (19.3.31)

Musimy rozważyć dwa przypadki. W pierwszym E ≥ 0 i zerowanie sieι wyznacznika
implikuje, że

{
cos(ak1) cos(bk2)− k2

1+k2
2

2k1k2
sin(k1a) sin(k2b) = cos(kd)

k2
1 − k2

2 = 2mV0

h̄2 .

W drugim przypadku E ≤ V0 i z zerowania sieι wyznacznika dostajemy, że

{
cos(ak1)ch(bκ)− k2

1−κ2

2k1κ
sin(k1a)sh(bκ) = cos(kd)

k2
1 + κ2 = 2mV0

h̄2 .

-
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Ten ukÃlad równań możemy rozwiaιzać graficznie, jak na powyższym rysunku. Prawa
strona równania powoduje, że z wykreślonej na rysunku lewej strony wybieramy
tylko fragmenty zawarte pomieιdzy −1, a 1. Pozwala nam to stwierdzić, że w ciele
staÃlym dozwolone saι tylko pewne pasma energetyczne, które zostaÃly schematycznie
przedstawione na nasteιpnym rysunku.
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Różne wÃlaściwości ciaÃl staÃlych zwiaιzane z przewodzeniem praιdu elektrycznego saι

wyjaśniane różnym zapeÃlnieniem poszczególnych pasm energetycznych przez elek-
trony, jak również różnymi rozmiarami przerw energetycznych.
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