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Rozdzial 1

Wstep

Celem podrecznika, ktory oddajemy do ragk studentéw jest ulatwienie studiowa-
nia mechaniki kwantowej. Wyklady z mechaniki kwantowej na Fizyce Technicznej
trwajg przez jeden semestr i zajmujg trzy godziny tygodniowo. Ten wilasnie materiat
zawarty w skrypcie nalezy potraktowac jako wstep do studiowania bardziej zaawan-
sowanych podrecznikow, ktérych spis znajduje sie na koncu.

Poniewaz naszym celem jest osiggniecie duzej jasnosci poszczegdlnych wywodow,
czesto uzywamy w trakcie dodatkowych wyjasnien. Wtedy dowdd przerywany jest

na znaku ., a nastepnie od tego znaku kontynuowany.

Naszym zadaniem sg dwa skrajne sposoby podejscia do studiowania mechaniki kwan-
towej, a jest to dziedzina dos¢ zaskakujgca i ciagle wprawiajgca w zdumienie i
fascynacje wielu studentéw. Pierwszy sposob to préba zrozumienia wszystkiego
od podstaw. Nie polecamy tej metody, a za poparcie niech nam postuza stowa jed-
nego z tworcéw mechaniki kwantowej, laureata nagrody Nobla Murraya Gell-Manna
., Wspoltczesng fizykg rzqdzi imponujgcea i batamutna dziedzina, zwana mechanikq
kwantowaq, ktorg wynaleziono piecdziesigt lat temu. Przetrwatla ona wzystkie proby 4
przypuszczamy, ze jest ona koncepcjq prawidtowq. Nikt jej nie rozumie, ale wszyscy
wiedzq, jak jq stosowaé i jak odnosi¢ do wszystkich zagadnien. Nauczylismy sie wiec
zyc¢ ze swiadomosciq faktu, Ze nikt jej nie rozumie.”

Drugi sposéb, praktyczny, polega na szczegélowym rozpracowaniu poszczegdlnych
zagadnien w ramach przyjetych aksjomatow. Temu drugiemu podejéciu ma stuzy¢
napisany przez nas skrypt.

Chcieliby$my goraco podziekowaé¢ prof. R. Szmytkowskiemu,

dr. inz. R. Signerskiemu oraz dr. inz. M. Kro$nickiemu, dr inz. M. Gruchowskiemu,
mgr inz. V. Konopinskiej i mgr inz. P. Kowalczykowi za przeczytanie manuskryptu
oraz za cenne uwagi i dyskusje przed oddaniem tekstu do wydawnictwa.

Jozef K. Sienkiewicz
Stawomir Telega
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Rozdzial 2

Podstawy matematyczne

2.1 Przestrzen Hilberta

Definicja Cigg wektorow 1, ¢o, . . . nalezacy do danej przestrzeni wektorowej €2 nazy-
wamy podstawowym (spelniajacym warunek Cauchy’ego) ze wzgledu na norme,
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje liczba naturalna N, taka ze

HSOm_SonH <e¢ (2-1-1)

dla wszystkich m,n > N.

Definicja Przestrzen wektorows nazywamy zupelng ze wzgledu na norme, jezeli
kazdy ciag podstawowy wektorow 1, p,... tej przestrzeni ma granice nalezaca
do tej przestrzeni, a wiec jezeli istnieje wektor ¢ nalezacy do tej przestrzeni, taki ze

lim [[, — ¢l = 0. (2.1.2)

Definicja Abstrakcyjng przestrzenig Hilberta H nazywamy przestrzen wektorows, w
ktorej

1° zdefiniowany jest iloczyn skalarny (p|v) € C (p,9 € H) spehiajacy ponizsze
warunki:

(aply) = a™(plY), a € C (2.1.3)
(ol) = (WPlo)” (2.1.4)
((p1 + @2)[¥0) = (@1]Y)) + (p2[) (2.1.5)
(ple) =20 (2.1.6)
2° zdefiniowana jest norma jako
[lsol| = +/ (el (2.1.7)
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3% zachodzi zupelmos¢ ze wzgledu na okreslong w niej norme.

Kazdy element przestrzeni Hilberta da sie zapisa¢ jako skoniczona lub nieskonczona
kombinacja liniowa wektorow bazy

U =>"ap;, (2.1.8)

gdzie {p;}iz12. . jest ukladem ortonormalnym, tzn. dla dowolnych i oraz j

(pils) = dij (2.1.9)

gdzie 0;; oznacza delt¢ Kroneckera. Taki uklad bazowy nazywa si¢ zupelny. Pomnozymy
wzér (2.1.8) lewostronnie skalarnie przez ¢, ,

<9071|\I] Son| Zaz%

<§0n| Zaﬁp» = Zaz §0n|§01 Zaz ni = an =

= a; = (p;|¥). (2.1.10)

Waznym dla nas przykladem przestrzeni Hilberta jest przestrzen oznaczana jako L2.
Jej elementami sg funkcje, ktore sg catkowalne z kwadratem modutu, tzn. np. w
przypadku jednowymiarowym:

/_J:o\go(x)|2 dx < oo. (2.1.11)

Iloczyn skalarny w przestrzeni L2, spelniajacy wymienione wyzej aksjomaty, dany
jest wzorem:

Wieh = [ 4 @pe) de. (21.12)

2.2 Operatory hermitowskie

Definicja Operatorem sprzezonym hermitowsko do danego operatora A jest taki ope-

rator B , ktory dla elementow 1, ¢ z dziedziny operatorow AiB spelnia nastepujaca
zaleznosc:

(| Ap) = (Bulp). (2.2.1)
Ostatnia zalezno$é w przestrzeni L? ma postaé:
+oo . ~ +oo "
| v @ip@ydr = [ (BY@) () da. (222

Fakt, ze B jest sprzezony hermitowsko do A zapisujemy At =B
Definicja Operatorem hermitowskim nazywamy operator, ktory jest samosprzezony,
tzn.

A

AT=A (2.2.3)

Y
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przy czym zakladamy, ze dziedziny operatorow A1 A" s takie same.
Dla operatora hermitowskiego

(plAp) = (Aply). (2.2.4)

W mechanice kwantowej uzywamy operatoréw, ktére sa.
1° liniowe, tzn.

Ala, + bipy) = aAwpy + bAr, (2.2.5)

dla dowolnych funkcji 91,19 € H, przy czym stale a i b sg liczbami zespolonymi.
2° hermitowskie czyli samosprzezone.

Przyktad

Udowodni¢, ze operator p, = —ih(% jest operatorem hermitowskim na dziedzinie
funkcji ktore znikajg dla x — 4o0.

Rozwigzanie

Musimy udowodni¢, ze
{lpat)) = (Deplh)
Mamy

(o) = [ & @pab(a) do = —ihg @0 @)1+

+m/+oo< ) d:c—m/ ( >*¢(:p)dm:

_ / o <_@ g (ac)>*1p(x) dr — / " (heo(@) (@) dz =

—0o0

= (Popl?).-
Teraz zajmiemy sie wlasnosciami operatoréw sprzezonych. Latwo jest pokazaé, ze
(A+ B)t = At + B*. (2.2.6)
Drugi ze wzorow jest nastepujacy
(AB)* = B A*. (2.2.7)

Przeprowadzmy dowdd. Korzystajac z definicji sprzezenia operatorow, mozemy
napisac

(U|CD) = (CHT|D).
Niech C' = AB. Wéwezas
(U|AB®) = ((AB)*U|®).

Przeksztalé¢my lews strone powyzszego réwnania, korzystajac z definicji operatoréw
sprzezonych
(U|AB®) = (ATU|B®) = (BTATU|D).
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To powinno by¢ réwne prawej stronie
L=P= (BtATU|®) = (AB)*U|®) = (AB)* = BTA*, cn.w.
W przypadku operatoréw hermitowskich wiemy, ze A=A"iB=Bt, czyli

(AB)* = BA.

Niech teraz B = A, stad
(AA)* = (A%)*F = A%,
czyli kwadrat operatora Hermitowskiego jest tez operatorem Hermitowskim.

Rozwazmy funkcje f(z) € L? bedaca nadto funkejg rzeczywista, to znaczy, ze
f(z) = f*(x). Zdefinujmy operator F

Fy(@) = F@)b(a), () e L2
Wykazemy, ze F jest operatorem hermitowskim, czyli, ze

Ft=F.
Musimy wykazac, ze zachodzi ponizsza réwnos¢

(WIEp) = (Fylp).
Zacznijmy od lewej strony
+o00

wiig) = [ w ety de = [T ) p)ole) e =

—0o0

= [T U@y de = (Fule) enaw

Zajmijmy si¢ teraz wlasnosciami operatorow hermitowskich. W wyniku dziatania
operatora A na jakas funkcje dostajemy inng funkcje

Ap=1, ¢, e H. (2.2.8)

Czasami moze sie zdarzy¢, ze

Ap=ap, @£ 0, (2.2.9)

gdzie a jest liczbg.

Jest to tak zwane rownanie wtlasne operatora fl, przy czym a jest wartoscia wlasna,
a @ jest odpowiadajaca jej funkcja wlasna.

Twierdzenie 1 Wartosci wlasne operatoréw hermitowskich sa rzeczywiste.

Dowéd Wezmy operator hermitowski A=A"i odpowiadajgce mu rownanie wtasne

A

Ap = ap.
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Chcemy wykazaé, ze a = a*.
Poniewaz operator A jest hermitowski, wolno nam napisaé, ze

(plAp) = (Aplp).
Przeksztalémy najpierw lews strone powyzszej réwnosci
L = {p|Ap) = (plap) = alp|e).
Teraz zajmijmy sie prawg strong
P = (Aplp) = (aplp) = a™(ple).
Poniewaz lewa strona musi réwnaé sie prawej stad mamy, ze
L =P = alp|le) =a*(plp) =a=a", cnuw.

Twierdzenie 2 Funkcje wlasne operatora hermitowskiego nalezace do réznych wartosci
wiasnych sg do siebie wzajemnie ortogonalne.

Dow6d Wezmy operator hermitowski A= At Zapiszmy réwnania wlasne tego
operatora dla dwdéch réznych wartosci wartosci wlasnych

A@z = a1y,

A, = anon.
Musimy wykazac, ze

{@iln) = 0.

Wyjdzmy z definicji hermitowskosci operatora A
(pilApn) = (Apiln).
Przeksztalé¢my lews strone
L= <<Pl|12190n> = (@ilanpn) = an(eilen),
a teraz prawg strone
P = (Agpilpn) = {apilen) = aj {@ilen).

Poniewaz, jak to wczesniej wykazaliSmy, wartosci wlasne operatora hermitowskiego,
sg rzeczywiste, to

P = ai{@i|on)-

Przyréwnujac do siebie obie strony mamy

L =P = an(pilen) = a{eilen).
Przenoszac wszystko na lewg strone otrzymujemy
(an — ar){@ilen) = 0.
7 zalozenia wiemy, ze a,, # a;, skad

(@ilpn) =0, cnaw.
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2.3 Komutatory

Definicja Komutatorem dwdéch operatorow AiB nazywamy operator:

[A, B] = AB — BA. (2.3.1)
W ogdlnosci o
[A, B] # 0. (2.3.2)
Gdy o
[A, B] = (2.3.3)
czyli o .
AB = BA. (2.3.4)

to méwimy, ze operatory AiB komutuja ze sobg (sg przemienne).
Wprowadzmy pojecie sredniego odchylenia standardowego zdefiniowane dla pewnej
wartosci a jako

Aa =/((a— (a))*). (2.5)

Jezeli [/1, E] =0, to wtedy obserwable zwigzane z tymi operatorami sg zgodne.
Na przyktad:
[Z,py] = 0= AzAp, ~ 0.

Jezeli [A, B] # 0 , to mamy na przyklad:
L . h

Przyktad Obliczy¢ komutator

Rozwiazanie:

(2. 5:J0(w) = (3, — ) (x) = pesp(r) — aipla) = 2(—ih o p(x)

+Zhai(x<p(x)) = —zhmaa o(x) +ihp(x) + @hxaa o(x) = ihp(x) =

= [z, p,] = ih.
Twierdzenie Jezeli operatory AiB komutujg ze sobg to istnieja funkcje, ktore
sg jednoczesnymi funkcjami wlasnymi obu operatorow (w przypadku degeneracji
nie kazda funkcja wlasna operatora B jest funkcjg wlasng operatora A .

Dowdd (stuszny w przypadku, gdy a jest niezdegenerowang wartoscia wlasng) Z
zalozenia mamy:
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Zadzialajmy na obie strony powyzszego réwnania lewostronnie operatorem B.
BAyp = Bay
A(Byp) = a(Byp) =
= By = by, a,be C cnuw.

Ostatnie przejécie polega na zauwazeniu, ze ng jest funkcjg wilasng operatora A
przy tej samej wartosci wlasnej a, co w przypadku funkcji wlasnej . Stad wniosek,
ze B © 1 ¢ mogg jedynie réznic sie o pewien czynnik liczbowy. W przestrzeni Hilberta
oznacza to, ze Bgo i p posiadaja ten sam ,,kierunek”, cho¢ moga miec¢ rézne dhugosci.
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Rozdzial 3

Stara teoria kwantow

3.1 W=zé6r Plancka

Zdefiniujmy cialo doskonale czarne jako cialo pochlaniajace cale padajace na nie
promieniowanie. Fizyczng realizacjg ciala doskonale czarnego jest zamkniete nie-
przezroczyste pudetko z matym otworkiem, bedace ostong dla promieniowania. Jezeli
promieniowanie wewnatrz pudetka jest w rownowadze to jest to promieniowanie ciata
doskonale czarnego. Gestos¢ energii u wypromieniowanej w jednostce czasu przez
cialo doskonale czarne okreslona jest prawem Stefana-Boltzmana

u=oT?, (3.1.1)

przy czym T oznacza temperature bezwzgledna ciala, a o jest pewng stalg. Z
doswiadczenia wiadomo, ze gesto$¢ energii wypromieniowanej w jednostce czasu
w przedziale czestosci od v do v+ dv jest proporcjonalna do dv i zalezy od czestosci
i od temperatury promieniowania, a zatem mozna zapisa¢ ja w postaci

u(v, T)dw. (3.2)

Wystepujaca w powyzszym wzorze funkcja u(v, T') nosi nazwe funkcji rozktadu. Pier-
wszym wzorem otrzymanym w oparciu o klasyczna elektrodynamike i klasyczna
fizyke statystycznag byt wzor Rayleigha-Jeansa

812

kT, (3.1.3)

u(v, T) = 3

gdzie v oznacza czestos¢ promieniowania, ¢ oznacza predko$é¢ swiatta, a k to stala
Boltzmana. Jednak wzor ten nie jest prawdziwy gdyz dla duzych czestosci mamy
tak zwang katastrofe w nadfiolecie(v — 0o = u — 00).

Osobg ktéra rozwigzata ten problem byt Max Planck (Max Planck, ,,Berliner Be-
richte”, Dezember 14, 1900) wprowadzajac pojecie kwantu energii. Wtedy to po raz
pierwszy pojawito sie okreslenie kwant, czyli porcja, kes. W swoich rozwazaniach
Planck przyjatl dziwng na owe czasy hipoteze, ze energia moze by¢ pochtaniana i
wysytana tylko w sposéb nieciggly, w kwantach wielkosci hv, gdzie h jest stalg zwana,
dzis stalg Plancka. Niemniej jednak uwazal on, ze pole elektromagnetyczne jest

15
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ciggte i ze przepltyw energii przez pole odbywa sie w sposob ciagly. Zaproponowany
przez niego wzor na gestos¢ energii promieniowania jest postaci

Stv?  hv

—_.
A et —1

u(v,T) = (3.1.4)
Dla malych czestosci mozna wykazac¢, korzystajac z rozwiniecia w szereg funkcji
e”, ze wzor Plancka przechodzi we wzér Rayleigha-Jeansa. Na ponizszym wykre-
sie wida¢ katastrofe w nadfiolecie wzoru Rayleigha-Jeansa (krzywa R--J), oraz dwie
krzywe odpowiadajace wzorowi Plancka dla dwéch réznych temperatur 77 i Ts, przy
czym 11 < Ts.

u(v,T)

14

Rys. 1 Promienowanie ciala doskonale czarnego.

3.2 W=zor Einsteina

W roku 1888 Hertz odkryl zjawisko fotoelektryczne. Polega ono na wybijaniu elek-
tronéw z metalu przez promieniowanie. Nieco pdzniej Lenard na drodze do$wiad-
czenia wykazal, ze liczba fotoelektronéw (elektronéw wybijanych z metalu przez
Swiatto) jest proporcjonalna do natezenia $wiatla, i ze maksymalna predkosé fo-
toelektronéw (a wiec i energia) nie zalezy od natezenia padajacego swiatla, a tylko
od jego czestosci. Drugi z powyzszych faktéw byl niemozliwy do wykazania meto-
dami klasycznymi, a takze przy pomocy hipotezy Plancka. Powyzszy problem zostat
rozwigzany w 1905 roku przez Alberta Einsteina (Albert Einstein, ,,Annalen der
Physik” 17, 132 (1905)), ktéry zapostulowal, ze przenoszenie energii w polu elek-
tromagnetycznym rowniez jest nieciggle i odbywa sie w porcjach zwanych fotonami
(kwantami $wietlnymi). Einstein zalozyl, ze foton, padajac na powierzchnie meta-
lu, zderza sie z jednym z elektronow, przekazujac mu cata swojg energie. Dzieki
uzyskanej energii elektron jest w stanie uwolnié¢ sie z metalu (czyli wykonaé prace
wyjscia W) 1 otrzymaé pewna predkosé. Progows energia jest energia rowna pracy
wyjscia, ktora pozwala na uwolnienie elektronu z metalu bez nadania mu predkosci.
Proces ten opisywany jest wzorem FEinsteina

_mw?
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gdzie m oznacza mase elektronu, a v jego predkosc.

3.3 Zjawisko Comptona

Zjawiskiem Comptona nazywamy rozpraszanie promieniowania elektromagnetycz-
nego (fotonéw) na swobodnych (lub stabo zwigzanych) elektronach. W roku 1921
Arthur Compton zaobserwowal, ze w promieniowaniu rozproszonym oprocz oczeki-
wanego promieniowania o niezmienionej dtugosci fali wystepuje tez czes¢ o zmienionej
dtugosdci fali. W swoich rozwazaniach Compton potraktowal to zjawisko jako zderze-
nie czgstki (fotonu) z elektronem, przyjmujac, ze oprécz zasady zachowania

energii spelniona jest réwniez zasada zachowania pedu, i ze fotonowi przypisany jest
ped, ktorego wartos¢ bezwzgledna wynosi

p=—=—. (3.3.1)

Zmiane dhugosci fali mozna opisa¢ wzorem (niezaleznym od materiatu tarczy)
AN = Ac(1 — cos?) (3.3.2)

gdzie Ao oznacza tzw. comptonowsks dtugosé fali i wynosi 0,024 Angstrema, nato-
miast 9 oznacza kat rozpraszania. Waznym faktem jest to, ze warto$é¢ AA nie zalezy
od pierwotnej dlugosci fali promieniowania.

3.4 Atom Bohra

Jakkolwiek obecnie stosuje sie kwantowe podejscie oparte na rownaniach Schrodin-
gera lub Diraca, to model atomu Nielsa Bohra byl pierwszym modelem atomu
(lub jonu) jednoelektronowego, ktéry w miare satysfakcjonujacy sposéb ttumaczyt
budowe atomu. W swojej pracy Bohr wyszedl z planetarnego modelu atomu Ruther-
forda, w ktorym elektron krazyt po kotowej lub eliptycznej orbicie wokét ciezkiego
jadra, jednak zaproponowal kilka bardzo dziwnych jak na owe czasy postulatow.
Cytujac za Cooperem [Leon N. Cooper, Istota i struktura fizyki, PWN, Warszawa
1975, str. 519] ,,w wyglaszaniu stwierdzen sprzecznych z elektrodynamiks Maxwella
i mechaniks Newtona kryla sie pewna zarozumialos¢, ale Bohr byt mlody”. Zacytu-
jmy te postulaty.

1) W atomie wodoru elektron krazy wokdl jadra ruchem kotowym spowodowanym
sita coulombowska zgodnie z prawami ruch Newtona.

2) Dozwolone sa jedynie te orbity, dla ktérych moment pedu L jest catkowita

h

wielokrotnoscig h = o=

L=nh, n=123,...

3) Elektron krazacy po dozwolonej orbicie, w niezgodzie z elektrodynamika klasyczna,
nie promieniuje energii.
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4) Elektron przy przejsciu z orbity o wyzszej energi F, na orbite o nizszej energii
E, emituje foton o energii

Ea—>b = hVa_,b = Ea - Eb. (341)

Energia elektronu znajdujacego sie na n-tej orbicie wynosi

g,="%_2¢ _ 2 (3.4.2)

przy czym v, oznacza predkos$é elektronu na n-tej orbicie, r,, jej promien, natomiast
R oznacza stalg Rydberga

me*

R=—"—"_
o2h?

~ 13,6 V. (3.4.3)

3.5 Postulat Sommerfelda-Wilsona

Model atomu Bohra zostal uogélniony na przypadek toréw eliptycznych przez urod-
zonego w Krélewcu Arnolda Sommerfelda. Zamienit on warunek kwantowy Bohra
L = nh na bardziej ogdlny zwany dzi§ warunkiem kwantowym Sommerfelda-Wilsona.
Zalézmy, ze mamy uklad o f stopniach swobody opisywany przez wspolrzedne
uogdlnione qi, ¢qo, ..., qy i pedy uogélnione py,ps,...,ps. Sommerfeld zapostulowat,
ze dla kazdego stopnia swobody na torze stacjonarnym

fpz dg=mnh, I=1,...,f (3.5.1)

przy czym n jest liczbg catkowitg, a symbol § oznacza catke po konturze zamknietym
(tu po orbicie).

Wykazemy, ze w przypadku orbity kotowej warunek kwantowy Sommerfelda-Wilsona
przechdzi w warunek kwantowy Bohra. Wiemy, ze energia uktadu dana jest wzorem

2 VA 2
E= % - 76 (3.5.2)

Predkos¢ punktu poruszajacego sie po okregu o promieniu r dana jest wzorem
V=T, (3.5.3)
przy czym ¢ oznacza predkos¢ katows. Podstawiajac to do wzoru na energie mamy

B mr?¢?  Ze?
2 ro

(3.5.4)

7, mechaniki teoretycznej wiemy, ze ped uogdlniony dany jest wzorem

oL

=55 (3.5.5)

b
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W naszym przypadku [ = 1, poniewaz mamy jeden stopien swobody. Wystepujace
we wzorze L oznacza lagrangian zdefiniowany jako réznica energii kinetycznej i en-
ergii potencjalnej

L=EFE -V =

mr?p? < Z62> mr2p? N Ze?

= 3.5.6
2 2 T ( )

r

W naszym przypadku wspélrzedna uogdlniona ¢; = ¢, stad ¢ = . Czyli ped
uogolniony dany jest wzorem

» oL 0 <m7’2gb2 Zez> 0 mr?p?
] = — _— =

=57 = &= + e
op  0p 2 r dp 2
= mrip.
Wstawiamy to do warunku kwantowania Sommerfelda-Wilsona i mamy

2
mr?p dp = nh.

Stad dostajemy
2

mrio dyp = nh,
0

co jest rowne
2mmr’y = nh.

Wiemy jednak, ze
mr?p = mur = L

oraz

o
o

Po podstawieniu dostajemy warunek kwantowy Bohra

h.

L=nh, n=1,2....

3.6 Hipoteza de Broglie’a

Do poczatkow XIX wieku swiatlo bylto uwazane za szybko poruszajace sie czastki
(korpuskuty). W roku 1801 doswiadczalne badanie interferencji zmienilo ten poglad
i sugerowato falows nature swiatta. Hipoteza czastkowej natury swiatla zostala
zarzucona do roku 1923, kiedy to Arthur Compton odkryl, ze kwanty promieniowa-
nia X majg ped i energic. W sumie pokazano, ze swiatto posiada zarowno cechy
falowe, jak i cechy czasteczkowe. W roku 1924 ksiaze Louis de Broglie opublikowat
swojag prace doktorska pod tytulem ,,Badania nad teorig kwantoéw”, w ktorej postu-
lowal, ze poniewaz $wiatlo wykazuje wiele wladciwosci korpuskularnych, to czastki
(elektrony), ze wzgledu na symetrie w przyrodzie, powinny wykazywaé wlasciwosci
falowe. Te idee zostaly udowodnione do$wiadczalnie juz w roku 1924, gdy wykazano,
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ze elektrony, tak jak swiatlo, moga ulega¢ dyfrakcji.
W swoich pracach Max Planck stwierdzil, ze energia fotonu (czastki Swietlnej)
wyrazona jest wzorem

E = hy,

gdzie v wyraza czestos¢ fotonu, przy czym cala energia jest energig kinetyczna.
Arthur Compton odkrytl, ze falom $wietlnym mozna przypisaé¢ ped i ze energie fotonu
mozna przedstawi¢ w postaci

E = pe,

gdzie p jest pedem przyporzadkowanym fotonowi, a ¢ oznacza predkos¢ $wiatta w
prozni. Korzystajac z tych dwoch wzoréw wolno nam napisac, ze

hv
= 3.6.1
p=- (3.6.1)
Korzystamy ze zwigzku ¢ = A, gdzie A oznacza diugos¢ fali i mamy
h
= —. 3.6.2
P=x (3.6.2)

Wzér ten moze sie na poczatku wydawaé nieco dziwny, bowiem taczy on wilasnosé
czasteczki jaka jest ped p z wlasnosciami typowo falowymi, jak dilugosé fali A, czy
czestos¢ v. Korzystajac z tego wzoru i kierujac sie symetrig przyrody, de Broglie
wysunat hipoteze, ze skoro fala jaka jest swiatto moze wykazywac wlasnosci wlasciwe
dla czastek, to czastki (elektrony) powinny wykazywaé wlasnosci falowe.Wolno za-
tem napisac, ze ped elektronu wynosi

p=mv= h (3.6.3)

A

przy czym v oznacza predkos¢ elektronu, a m jest jego masg relatywistyczng. Z
powyzszej rownosci bardzo tatwo mozemy otrzymac dlugosé fali przyporzadkowane;j
elektronowi

A=—="_, (3.6.4)

W swojej pracy de Broglie zajmowal sie elektronami, ale powyzsze rozwazania
mozemy rozszerzy¢ na dowolne cialo materialne.

3.7 Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Heisenberg zapostulowal, ze istnieja wartosci, ktorych jednoczesny doktadny pomiar
na poziomie kwantowym jest niemozliwy. Pary takie nazywamy parami komplemen-
tarnymi. Do takich par naleza ped czastki i jej polozenie, dla ktérych zachodzi tzw.
relacja nieoznaczonosci

St

AxAp, > —. (3.7.1)

[\]

Analizujac powyzszy wzor mozemy stwierdzi¢, ze gdy znamy dokladnie ped czastki,
to nie mozemy nic powiedzie¢ na temat miejsca, w ktérym sie ona znajduje. Innymi



ROZDZIAL 3. STARA TEORIA KWANTOW 21

parami komplementarnymi sg na przyklad (y,p,), (2,p.), energia i czas (E,t) oraz
sktadowe momentu pedu (L, L,). Natomiast do par niekomplementarnych, czyli
zgodnych zaliczamy (L?, L,), wspéhrzedne polozenia (z,y), lub tez (pg, 2).
Zajmijmy sie teraz nierownoscig, ktora w szczegdélnym przypadku przechodzi w
zasade nieoznaczonosci Heisenberga. Niech AiB beda operatorami hermitowskimi
spehiajacymi zwigzek komutacyjny

(A, B] =iC. (3.7.2)

7 analizy funkcjonalnej wiemy, ze norma jest zawsze wieksza lub réwna zeru, czyli
wolno nam napisac, ze

I[(A +iAB)Y||? = (A 4+ iAB)Y|(A + iAB)Y) > 0, (3.7.3)

przy czym A jest pewng stalg rzeczywista.
Rozpisujac lews strone powyzszej nieréwnosci, mamy

(A|Ap) + (AQiABY) + (IABY|Av) + (IABY[iABY) > 0,
co jest rownowazne

(Ay|Av) +iN(Ay|By) — (BY|Av)) + X\*(B|By) > 0.

Uporzadkujmy to wyrazenie wzgledem poteg A
N{BY|BY) + N(AY|BY) — (Bl Ay)) + (Ap|Ag) > 0.

Aby ta nieréwno$¢ byla prawdziwa, to wyréznik odpowiadajacego jej rownania
kwadratowego powinien by¢ mniejszy badz réwny zeru. Mamy

[i((A|By) — (BY|Ay))]* — 4(By|By) (Ay|Ag) < 0.

A

Korzystajac z hermitowskosci operatoréw A i B, mozemy przeksztalcié pierwszy
czlon w powyzszym wzorze

(Av|By) — (By|Ap) = (Y| ABY) — (Y|BAY) = (W|(AB — BAY) = (¥|[A, Bo).

Natomiast drugi z cztonéw mozemy zapisaé, korzystajac rowniez z hermitowskosci,
jako o o ) )
(BY|BY)(AY|AY) = (0| B>P) ([ A%)).

Korzystajac z tych obliczen, mozemy zapisa¢ nasza nierownosé jako

[i(W|[A, BY)]* — 4(|B*¥) (]| A*p) < 0.

Pamietamy, ze dla danego operatora O wyrazenie (¢|O@Z)> opisuje jego wartos¢

N

srednig (O), czyli dostajemy

[i{[A, B = 4(B*)(4%) < 0.
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Stad po prostych przeksztalceniach dochodzimy do wzoru

Zastapmy teraz A1 Boprzez AAi AB

VIABR)(84R) > L\i(64, aB)

Komutator wystepujacy po prawej stronie powyzszej nierownosci mozemy zapisac
jako

N A ~ ~

[AA’ AB] = ["21 - <A>>B - <B>] = [Aaé] - ["217 <B>] - [<A>vé] + [<A>v <B>]

Poniewaz (A) i (B) sa liczbami, to trzy ostatnie komutatory sa réwne zeru i w
rezultacie dostajemy o o X

[AA,AB] = [A, B] =iC. (3.7.4)
Po wstawieniu otrzymanego wyniku do rozwazanej przez nas nierownosci dochodzi-
my do wyrazenia

CY). (3.7.5)

DN | —

V@B (ady) >
W praktyce czesto oznaczamy
((A0)?)

przez AQO, stad wolno nam napisaé, ze
1 -
AAAB > §|<C>|
Wstawmy teraz zamiast operatoréw AiB operatory = i p. Wiemy, ze
[z, p| = ih.

Wstawiajac to do otrzymanej przez nas postacinieréwnosci dostajemy
1
AxAp > 571,

czyli jedng z postaci zasady nieoznaczonosci Heisenberga.



Rozdzial 4

Postulaty mechaniki kwantowe]j

Postulat 1. Obserwable i operatory.

Kazdej obserwabli A w fizyce, takiej jak ped, energia, moment pedu czy liczba
czastek, mozna przyporzadkowac operator hermitowski A. Wartos¢ pomiaru dane;
obserwabli jest wartoscig wlasng operatora A, pochodzacag z rownania wlasnego

Ap, = ag,. (4.0.1)

Postulat 2. Pomiar w mechanice kwantowej.

Jezeli w wyniku pomiaru obserwabli A otrzymamy warto$¢ a, to stan mierzonego
uktadu pozostanie opisany funkcja ¢,, ktora jest funkcja wtasng operatora A.

Postulat 3. Funkcja stanu i wartos¢ oczekiwana.

Stan uktadu jest opisany funkcjg falows W(z,t), ktéra jest ciggla i rézniczkowalna.

Wartosé oczekiwana pomiaru obserwabli w tym stanie okreslona jest wzorem
400 ~
<A%:/ U (2, ) AW (z, ) da. (4.0.2)

—0o0

Wartos$¢ oczekiwana jest wartoscig srednia.
Postulat 4. Ewolucja czasowa.

Ewolucja czasowa funkcji falowej opisana jest réwnaniem Schrodingera

L 0 .
iho, U = HV. (4.0.3)

Dla n czastek ¥ = U(7,7,...,7h, t). Dla jednej czastki ¥ = W(7,¢). Dla jednej
czastki, ale w przypadku jednowymiarowym ¥ = W(x,t).

Postulat Borna.

23
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Interpretacja funkcji falowej zostata podana przez Maxa Borna. Dla przypadku jed-
nowymiarowego |¥(z)|? okresla gestoé¢ prawdopodobieristwa znalezienia czasteczki
w przedziale [z, x +dz], natomiast |¥(x)|*dx jest prawdopodobieristwem znalezienia
czasteczki w przedziale [z, z + dz]. Poniewaz czastka na pewno jest gdzies zlokali-
zowana, to z powyzszej interpretacji otrzymujemy warunek normalizacyjny

+oo
/ W2de =1, WeL (4.0.4)

Réwnanie Schrodingera jest rownaniem liniowym, tzn. jezeli ¢ i ¢ sg rozwigzaniami
réwnania (4.0.3), to ap + By, gdzie o, € C, réwniez, jest rozwigzaniem tego
rownania.

Niech rozwigzanie réwnania Schrodingera bedzie réwne ¥ = ap i a = |ale™,
gdzie €' jest czynnikiem fazowym. Wspélezynnik normalizacyjny « jest okreslony
z doktadnoscig do czynnika fazowego.

Dowéd

Korzystajac z warunku normalizacyjnego

+o0
l/ U2 de = 1,

mozemy napisac

1= [P de= [ laf de= [ (o) (av) de =

o0

% +oo * _ —1ip i oo 2 _
=o' v ) de = |ale™|ale |)* de =
—0o0 o0

1

VIS [ de

o2 [T 2 4 _
= |af » Y7 dz = |a] =

Zwykle wybieramy e =1 i wtedy |a| = a .



Rozdzial 5

Stany stacjonarne

5.1 Wartos$é oczekiwana w stanie stacjonarnym

Zal6zmy, ze operator Hamiltona H jest niezalezny od czasu, tzn.

oH
— =0. 5.1.1
ot ( )
Rozwigzmy rownanie Schrodingera z czasem
~ 0
HV = ih—V¥
Mo
gdzie
- h o?
H=———+V 5.1.2
5502 TV (@) (5.1.2)
Zalézmy, ze rozwigzanie tego rownania jest postaci
U(z,t) = O(x)T(1). (5.1.3)

Wstawiajac je do réwnania, otrzymujemy
N 0
H(2(2)T(t) = iho, (®(2)T(t)),

co jest rownowazne

T(t)HO(z) = z’h(I)(x)gtT(t).

Dzielimy lewostronnie obie strony przez ®(x)7T(t)

1 - . 1 0
() Ho(z) = zhmgT(t).

Poniewaz obie strony rownania sa funkcjami réznych zmiennych i stoi pomiedzy
nimi znak réwnosci, wnioskujemy, ze musza by¢ one réwne pewnej stalej, zwanej
stalg separacji. Oznaczmy ja przez E,

1 . 1 0

5 H(x) = i o 5 L) =E.

25
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Dostajemy stad dwa réwnania, z ktorych pierwsze mozna przepisa¢ w postaci

1
E = wHcp(;c) =
= HO(z) = ED(x). (5.1.4)

Jest to réwnanie wilasne dla niezaleznego od czasu operatora Hamiltona H, znane
jako niezalezne od czasu rownanie Schrodingera. W wyniku jego rozwigzania dosta-
jemy wartosci wlasne E, i odpowiadajace im funkcje wlasne ®,,(z), czyli

H®,(z) = E,®,(x), n=12,... (5.1.5)

Teraz zajmijmy sie drugim réwnaniem

.1 0
E = th@)aT(t) =
= gtT(t) = —igT(t). (5.1.6)

Korzystajac z teorii réwnan rézniczkowych zwyczajnych wiemy, ze rozwigzniem tego
rownania jest funkcja postaci
o)
T(t) = Ae "=". (5.1.7)

Z rozwigzania niezaleznego od czasu rownania Schrodingera mamy wartosci wlasne
energii F,, czyli

T(t) = Ae ", (5.1.8)
Wiemy, ze
E,
E,=wh=w,= 5 (5.1.9)
Ostatecznie mamy A
T(t) = Ae ™, (5.1.10)

Tak wiec rozwigzanie rownania Schrodingera z czasem wynosi
U, (z,t) = Ad,,(r)e . (5.1.11)

Funkcja ta opisuje uktad w stanie stacjonarnym.

5.2 Ewolucja czasowa wartosci oczekiwanej
Niech nasz uktad znajduje sie w stanie stacjonarnym opisywanym funkcja
U, (z,t) = Ad,(z)e . (5.2.1)

Dla chwili ¢ = 0 mamy
U, (x,t=0)=Ad,(z). (5.2.2)
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Whprowadzmy operator postaci o
e il (5.2.3)

i zadzialajmy nim na funkcje ¥, (z,0)

e_%ﬁq/n(x,()) = Ae_%ﬁcbn(x) ="

Z definicji funkcji e* wiemy, ze

+oo ,.n 1
= ==l+a+-2+.... (5.2.4)
= n! 2

Skorzystajmy z tego rozwiniecia

= A (1 + (—:H) + ; (—Zﬁ)Q + .. > ®,(z) =

it\ - 1/ it\? ~, ,
— AD, (1) + A (—h> () + <—> 20, (2) ... = .
Korzystajac z niezaleznego od czasu rownania Schrodingera mamy
H*®,(x) = H(H®,(z)) = H(E,®,(2)) = E,H®,(z) = E20,().

Wstawiamy to do naszych przeksztatcen

it 1/ it 2 _itg
=A (1 + <_hEn> + 5 (—hEn) +.. > P, (z) = Ae D, (r) =

= Ae ", (1) = U, (z,1).

Zatem mozemy napisac

e 1, (2,0) = U, (z,1). (5.2.5)

Stad e~ il zwany jest operatorem ewolucji czasowe;j.
Teraz zajmijmy sie wartoscig oczekiwang w stanie stacjonarnym. Niech nasz uktad
znajduje sie w stanie opisywanym funkcja

U(z,t) = O(x)e ™" (5.2.6)

Chcemy znalezé¢ wartos$¢ srednia obserwabli A, zakladajac ze
odpowiadajacy jej operator hermitowski A nie zalezy od czasu (tzn. A #+ A( )). Dla
dowolnej chwili czasu ¢ mozemy napisac:

+o00

(A), = (U] AD) :/_ U (2, ) AW (x, 1) da =

(e 9]

+o0 . “ i +o0 N
= O*(2)et AD(z)e ™ da = / O (2)Ad(z) do =

—00

_ L T (2, 0) AU (2, 0) de = (U[AT),_, = (A),_,
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Tak wiec wykazalismy, ze wartos¢ oczekiwana obserwabli A, opisywanej przez oper-
ator A #+ A( ), W stanie stacjonarnym jest stala i zawsze réwna wartosci oczekiwanej
w chwili t = 0, czyli X )

(Ao = (A (5.2.7)
Teraz zajmiemy sie ewolucja czasowa wartosci oczekiwanej w dowolnym stanie,
niekoniecznie stacjonarnym. Wiemy, ze w przestrzeni L? warto$é $rednia obserwabli
A opisywanej przez operator hermitowski A dana jest wzorem

~ 00 ~
:/ U AV da,

i ze moze to by¢ jedynie funkcja czasu. Zrézniczkujmy to wyrazenie po czasie.

d 0 +o0 ~
Ly :—/ U AD do =
=5 v

+oo 8\11* 0A ~OW
= A\I/ U2 4 A~ dr =
-/ M o)
7 zaleznego od czasu réwnania Schrodingera
0 N
h—WU = HU
" or
iz tego, ze
- n o
H=——
2m Oz? +Viz) =
= H=H"
mozemy napisac
Oy - _Liy
ot h ’
0 N
T = Lo
ot h

Wstawiamy powyzszy wynik do naszych przeksztalcen i mamy

+oo g o DA i
= CHUAY + 0L — Ut A HO) dr =
/_oo G LT v de

o
_/ 24 \Ifdx+h/ H\I/A\Ifdx—ﬁ U AU do =

94 czyli mamy

Pierwsza caltka jest z definicji wartoscig srednig operatora %,

OA. i . . i
= () + 7 (HUAY) — S(WAH ) =

Korzystamy z hermitowskosci operatora Hamiltona H

OA. i .. i
= <E> + #\IJ]HA\D) — ﬁ(\If\AH\Io —
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A teraz wykorzystujemy liniowosé iloczynu skalarnego

OA. i .. - OA. i NP
= () + p(VIHAY — AHW) = (55) + 5 (V|(HA — AH)W) =
0A. i f .
:<§>+ﬁ<‘1’|[H,A]‘I’>:

Ale (U|[H, A]W) jest wartodcia oczekiwang, ($rednia) operatora [H, A], czyli

= Oy L, A,

Ostatecznie wolno nam napisac, ze

d QA i,
£<A> = <§> + #[H’ Al). (5.2.8)

5.3 Calki ruchu

W dalszym ciggu zakladamy, ze

A+ At)
czyli )
0A
— =0. 5.3.1
5 (5.3.1)
Wéwezas dostajemy réwnanie ruchu postaci
d(Ay i
— = —(|H, A]). 5.3.2
2L (1, A) (532)

Zalézmy ponadto, ze mamy stany stacjonarne. Wtedy

d
5 A =0, (5.3.3)
skad
([H,A]) = 0. (5.3.4)

Zajmijmy sie teraz dowolnym stanem (niekoniecznie stacjonarnym), przy czym wcigz
niech obowigzuje zalozenie, ze

A+ At)
czyli )

0A

- 0

1 zalozmy, ze operator hermitowski A opisujacy obserwable A komutuje z operatorem
Hamiltona H, czyli
[A, H] = 0. (5.3.5)
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Napiszmy wzdr opisujacy ewolucje czasowa wartosci sredniej (oczekiwanej)

d OA. i

Sy = (50) + [, ). (53.0)
Jezeli d
&<A> =0,

to wartosé srednia (oczekiwana) obserwabli jest stala w czasie. Nazywamy jg wéwczas
stala ruchu lub catka ruchu. R
Dla przykladu rozpatrzmy operator Hamiltona H niezalezny w sposob jawny od

czasu (2 H = 0). Poniewaz
[H, H] =0,
to .
d{H)
— = 0.
dt

Poniewaz obserwablg opisywana przez operator Hamiltona H jest energia E to

dE
— =0
dt

co oznacza, ze energia uktadu, ktérego hamiltonian nie zalezy jawnie od czasu, jest
calka ruchu.

5.4 Twierdzenie Ehrenfesta

W mysl twierdzenia Ehrenfesta réwnania mechaniki kwantowej redukujg sie do
rownan mechaniki klasycznej po podstawieniu wartosci srednich. Inaczej mowiac,
rownania mechaniki kwantowej dla wartosci $rednich majag posta¢ odpowiednich
rownan mechaniki klasycznej. Przedstawmy dzialanie tej zasady rozwazajac przyk-
ladowe zagadnienie. Wezmy niezalezny od czasu operator z, czyli

oz

Wypiszmy raz jeszcze wzdr opisujacy ewolucje czasows wartosci oczekiwanej ($red-
niej) obserwabli A odpowiadajgcej operatorowi A

d DA i . .
£<A>:<E>+ﬁ<[H7A]>-

Wstawmy za A operator &

Wiemy ponadto, ze
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Korzystajac z tego obliczmy komutator

. H? 1
[H, 3] = [ + V(@) 3] = 5 [p2a] + [V (). 3] =
Drugi czlon wynosi zero, gdyz dowolna funkcja zalezna od x komutuje z & = x. Tak

wiec mamy

T om

Dodajemy i odejmujemy od wyrazenia w nawiasie P, Tp;.

= 5 (Dabad = Palpr + PotPa — BPabr) =
m
1(A(M tPs) + (Pl — 2Py)Pz)
2mp b P P bep
el 3]+ [ 3152)
= — Pz |Px, T z) L|Pz) =
2mp p p b
) ih
= — —.FLA:E— ihAx = _7A:B'
2m( ihpy — ihpy) mP

Wracamy do réwnania opisujgcego ewolucje czasowa wartosci oczekiwanej i wsta-
wiamy otrzymany wynik

d S i (—i)h
a@) = ﬁ([HJD = (D)
Po uproszczeniu otrzymujemy wzor
(o2} = m o a) (5.42)
Dz) = i 3

bedacy kwantowym odpowiednikiem znanego z mechaniki klasycznej wyrazenia na
wartos¢ pedu

dx
Pe =M (5.4.3)

5.5 Twierdzenie wirialne
Klasyczne, znane z mechaniki teoretycznej, twierdzenie o wiriale ma postac

n(V) = 2(T), (5.5.1)
gdzie n oznacza stopien jednorodnosci potencjatu, (V) warto$é érednia potencjatu,

a (T') wartos¢ srednig energii kinetycznej.
Wréémy do mechaniki kwantowej i wprowadzmy niezalezny od czasu operator

37 (5.5.2)

=P

A=
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Zalézmy ponadto, ze mamy stany stacjonarne. Wtedy, zgodnie z udowodniong
wczesniej wlasnoscia, wartosé srednia operatora jest stala w czasie. Napiszmy wzor
opisujacy ewolucje czasows wartosci sredniej (oczekiwanej) operatora A

d,.. ,0A
—(A

dt< )= 5 ot )+
Korzystajac z wezesniejszych wnioskéw, mozemy napisa¢ powyzszy wzor w prostsze;j
postaci

b3 (A A,

%qﬁ, A)) = 0. (5.5.3)
Obliczmy komutator o o
[H, Al =[H, 7 p]. (5.5.4)
Operator H jest postaci
H="_41V. V=V 2.5.5
5tV (7)), (5.5.5)
czyli
gdzie operator ]3' jest postaci .
p = —ihV. (5.5.6)

Obliczmy najpierw komutator [V,;‘*' . f? ]. Dzialajac nim na funkcje prébng ¢(r) i
kladgc V =V, mamy

czyli mamy

V,7-p)=—rF- (V) =ikr - VV (5.5.7)

Aby obliczy¢ komutator [p— P p] wygodnie jest najpierw obliczy¢ pomocniczy
komutator [p,”, 2p,], pamietajac przy tym o obliczonym przy rozpatrywaniu twier-
dzenia Ehrenfesta komutatorze

[p2, 2] = —2ihp,.
D%, P2] = P’ 2o — Epaps = (Do — 2P%) Do =
= [ﬁi,i’]ﬁx = —2thp,p, = —Qihﬁi
Pamietajac ponadto o tym, ze

[k, D] = thégm  k,m =2,y, 2,
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mozemy przystapi¢ do obliczen

~2
b oz 122A_;A 1A2 ~D D A A ~ A aA 1
(5T Pl = 5 [P 7 D) = o [P% + Py + Dz 8Do + Uy + 2D2] =

1 /\2 ~ A ,\2 A A ,\2 A A

= %([px,wpx] + [p,, by + [P, 2P:2]) =
1 3 A2 ) Loov Wh oo o il
= 5, (Z20hpy, — 2ihpy, — 20hp) = —— (P + Py +P2) = =P -
W sumie mamy
L~ B
(H,7-p|=——p +ithi-VV. (5.5.8)
m

Ze wzoru na ewolucje czasowa wartosci oczekiwanej (Sredniej) otrzymalismy

(L7 §) = 0.

Po podstawieniu obliczonego powyzej komutatora dostajemy

%( = %ﬁ il V) =0, (5.5.9)

Po uproszczeniu dochodzimy do wzoru

P
—— 47 = 5.5.10
( m+r VV)=20 ( )
skad
ik .
(—E>+<F-VV>:O. (5.5.11)

Wprowadzmy operator energii kinetycznej

- p
T=— 5.9.12
o ( )
Wowczas mamy A
(= 2T+ (7 VV) =0 (5.5.13)
czyli R
UT) = (7 VV) = 0. (5.5.14)
Dla V = V(r) mozemy napisaé, ze
wvir) = Ly (5.5.15)
r)= V(). 5.

Teraz zajmijmy sie szczegélnym przypadkiem, a mianowicie potencjatlem kulom-
bowskim postaci
Ze?

Vi) =-=

(5.5.16)
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Wowcezas
7 d r? d d Ze? Ze?
F-VVr)y=1r--——V(r) = —— =r—|—|=r—=
r-VVr) Trdr (r) r dr (r) dr( r) "
Ze?
= — = —V
< - v
Dla potencjalu kulombowskiego mamy zatem
AT) = —(V), (5.5.17)
skad tatwo dostajemy, ze
A 1
(1) = —5(V). (5.5.18)

Otrzymany wzor, identyczny ze wzorem otrzymanym w mechanice klasycznej, czesto

stuzy do sprawdzania skomplikowanych obliczen numerycznych.
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Pakiety falowe

6.1 Fala. Predkosé¢ fazowa

Zapiszmy rownanie wlasne dla operatora momentu pedu 1%

pp(F) = po(r). (6.1.1)
Zapisujac je w jawnej postaci, otrzymujemy
—ihNV p(T) = pp(r). (6.1.2)

W przypadku jednowymiarowym nasze réwnanie przechodzi w

d
—th—p(x) = pap(x), 6.1.3
2 pla) = pesple) (6.1
gdzie ¢(x) jest funkcja wlasng, a p, wartosciag wlasng. Rozwigzujac to réwnanie
(np. przez separacje zmiennych lub przez réwnanie charakterystyczne) dochodzimy
do funkcji wlasnej postaci

i Px

p(x) = Ae" ", (6.1.4)
Korzystajac ze wzoru Eulera
e = cos®) + isind, (6.1.5)

mozemy przepisa¢ to rozwigzanie w innej postaci
o) =A {cos <Z;;x) + ¢sin (phxxﬂ . (6.1.6)

Z fizyki fal wiemy, ze wzdr ten opisuje czes¢ przestrzenng stacjonarnej fali monochro-
matycznej. Jesli x € (—oo, +00) to funkcja ta nie nalezy do przestrzeni L?. Mozemy
to prosto wykaza¢. Jak pamietamy, przestrzen L? jest to przestrzer funkcji catkowal-
nych z kwadratem, tzn. calka z kwadratu funkcji po calej przestrzeni jest mniejsza
od nieskonczonosci. Zapiszmy ta catke

[ el = [ o) ety =

— 00 —00

35
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+oo P * P +oo P P
:/ (Aelfx) Aezfxdx:/ A¥e "7 T Ae'n Fdx =
- —00

+oo
= |A|2/ dz — +o0.

Niech X bedzie dtugodcia fali czastki opisywanej przez rozwigzanie naszego rownania
wlasnego. Przejdzmy teraz z x do z + A (z — = + \).

o(z + A) = Ae'F @Y, (6.1.7)

To powinno by¢ réwne p(x), czyli

o(z) = Ad'"® = p(x + \) = Ae''T @Y. (6.1.8)
Stad mamy
AelmT = Al @) (6.1.9)
czyli
1= &% = cos (“A) +isin (pIA> . (6.1.10)
h h
Aby powyzszy warunek byt spetiony, to
Pz
S\ = 2nm = (6.1.11)
2nwh  2nmh h h
o p, = T _ AR DR 0 (6.1.12)

A 2T\ A

Pamietajac o postulacie de Broglie’a

A= 6.1.13
’ (6.1.13)

mozemy stwierdzi¢, ze wartos¢ wlasna sktadowej operatora pedu jest wielokrotnoscig
fali de Broglie’a.

W naszych dalszych rozwazaniach bedziemy korzystali z postaci funkcji wiasnej
sktadowej operatora pedu

olz) = Aei, (6.1.14)
gdzie ped p mozemy wyrazié¢ jako
p = hk, (6.1.15)
a liczbe falowa k jako
k= 2; (6.1.16)

Rozwazmy teraz czastke swobodng opisywang, zaleznym od czasu rownaniem Schro-
dingera

.0 ~
ihg b = H. (6.1.17)
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Jak wiemy z poprzednich rozdzialéw, funkcje ¥ mozemy zapisa¢ jako
U(x,t) = p(x)e™™, (6.1.18)
gdzie ¢(x) jest rozwigzaniem niezaleznego od czasu réwnania Schrodingera
Ho(z) = Ep(x). (6.1.19)

Postaramy sie teraz znalezé postaé funkcji ¢(x). Poniewaz czastka jest czastka
swobodng, to nie znajduje sie w polu zadnego potencjatu. Dlatego nasz hamiltonian
jest postaci
) 2 2
A D h® d
H="*=———. 6.1.20
2m 2m dx? ( )

Wstawiamy go do rownania Schrodingera niezaleznego od czasu

h? d?
skad ,
d 2mE
@go(a:) + 7@(1:) =0. (6.1.22)

Rozwigzujac to réwnanie rézniczkowe, dostajemy

o(r) = Aé’ TET L Bemt R (6.1.23)

Dla czastki swobodnej catkowita energia jest rowna samej energii kinetycznej, czyli

2
E=2r 5 omp=p2 (6.1.24)
2m

Wstawiamy to do rozwigzania rownania Schrodingera niezaleznego od czasu i mamy

o(x) = Ae'"® 4 Be 7. (6.1.25)
Korzystamy z tego, ze
p. = hk (6.1.26)
i dostajemy
o(x) = A’ 4 Be ™. (6.1.27)

Jezeli A = 0, lub B = 0 to funkcja ta jest taka sama jak funkcje wlasne sktadowe;j
operatora pedu.

Pelng funkcje falowsa uzyskamy, mnozac funkcje ¢(x) przez e~
dostajemy

Wt w wyniku czego

Y(x,t) = Aellke=w | Bemilketwt) (6.1.28)

gdzie pierwszy czton opisuje fale rozchodzacg sie w kierunku z, a drugi w kierunku
—x.
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WeZmy teraz dowolng funkcje falowa f = f(x,t), ale zalézmy, Ze jej zaleznosé od
(6.1.29)

argumentu jest nastepujaca:
f(ﬂ?,t) = f(x - Vft)v

gdzie
Ax
= — 1.
Vi At (6.1.30)
bedziemy nazywaé¢ predkos¢ fazows. Niech teraz
t—t+ At (6.1.31)
r— x+ Ax (6-1-32)
Wéwezas
flx+ Az, t+ At) = fl(x + Ax) — Vit + At)] =
A
= f(l’ + Axr — Vft - VfAlf) == f(l‘ + Axr — Vft - KjAt) ==
flx+ Az = Vit — Ax) = f(z — Vit) = f(z,1).
Zatem
flz+ Az, t + At) = f(x,t). (6.1.33)
Niech funkcja falowa bedzie postaci
w<x7t> _ Aei(kac—wt) _ 1462'16(:(;—%t)7
(6.1.34)

czyli predkosé fazowa Vy bedzie réwna
w

Vi=—.

Tk

p o ‘/klasyczna
5 .

W wyniku przeksztalcen dostajemy
°

V_f_hiw_E_Ln A
f_k_hk_p_p_2m_

Predkos¢ fazowa Vi jest rowna potowie predkosci klasycznej Vigsyczna
V asyczna
V= “Ty (6.1.35)
Poniewaz ped jest dobrze okreslony
h

— 6.1.36

p )\ Y ( )
(6.1.37)

to w mysl zasady nieoznaczonosci Heisenberga
h
AxAp > 5
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nie mozemy nic powiedzie¢ o potozeniu czastki, czyli moze ona znajdowaé sie wszedzie.
Mozemy to tatwo wykaza¢ wprost z definicji gestosci prawdopodobienstwa napotka-
nia czastki. Zalozmy funkcje falows postaci

U(z,t) = Ae'kr=h)
Gestosé¢ prawdopodobienstwa jest zdefiniowana jako
P(z,t) = [¢(x, 1) (6.1.38)
Obliczmy te wartosé
Pl 1) = (e, D = ({2, 1)) (e, 1) = (Aelb=0) geilbeen)

— A%e —i(kz— wt)Ae (kx—wt) __ |A|2

czyli gestosé prawdopodobienstwa napotkania czastki jest stala i taka sama na calej
osi T

P(x,t) = |A]%. (6.1.39)
6.2 Pakiet. Predkos$¢ grupowa
Funkcja opisujaca pakiet falowy w przypadku jednowymiarowym jest postaci

(x,t) eilkr=w ) o (kY d ke (6.2.1)

-l

Jak nam wiadomo z matematyki jest to transformata Fouriera funkcji ¢(k)e
Czes¢ przestrzenna pakietu okreslana jest przez W(z,0).

fiw(k)t'

W(x,0) e* o (k)dk. (6.2.2)

-mll

Jest to klasyczna transformata Fouriera. W przypadku tréjwymiarowym funkcja
opisujaca pakiet falowy jest postaci

1
v Fv = 3
(72) (2m)z

/ G FT=B)0) (DY 33, (6.2.3)

przy czym calkowanie odbywa sie po calej przestrzeni peddéw.
Zwigzki pomiedzy pedem p, a energig F sg postaci

w=w(k). (6.2.4)

Sa to tzw. zwigzki dyspersyjne (pamietamy, ze p = hk, a £ = hw).
Pakiet falowy porusza si¢ z predkoscig grupows V, zdefiniowang jako

dw(k) Ohw(k) OBE(p) 0L p y
ok = ohk == ap — ap - m — Vklasyczna-
‘/g = Vklasyczna- (625>

V;}:
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6.3 Rozmywanie sie pakietu falowego

Najpierw rozwinmy szereg z dokladnosciag wyrazu pierwszego rzedu

&u( )
ak |k k:o

gdzie wy = w(ko) 1 k = k — ky. Wstawiamy to rozwiniecie do wzoru

w(k) = w(ko) + 2wy + VoK (6.3.1)

U(z,t) \/% / ke o (k) dk
i dostajemy
W(r,t) = ¢§L/ gillsko)z—wot)=Vart o ko 4 1) dg, (6.3.2)
czyli
1 . +oo
U(x,t) = ﬁe’(kox’“’ot) /_Oo e @=Vel) (ko + K)dk. (6.3.3)

Czyli caly pakiet falowy porusza si¢ z predkoscig grupowa V, (wnioskujemy to z
postaci funkcji podcatkowej). Po przejsciu Az i czasie At postaé pakietu sie nie
zmieni. Rozwinmy teraz w(k) w szereg Taylora z dokladnoscig do wyrazéw drugiego
rzedu

1 0%w

w(k) =wo+ Vyr + = \k kok . .:wo—ir/f(V—l—zakQ]k koK ) (6.3.4)

2 0k?
czyli w poréwnaniu ze wzorem (6.3.1)

10%w

Vo = Vot 5 s kot (6.3.5)
Wstawiamy to rozwiniecie do wzoru opisujgcego pakiet falowy
U (x, 1) / ilka=w (00 o )
(@1) = = ()
i dostajemy
U(z,t) = ! ¢! (koz—wot) /+Oo em(“*(vﬁég%"“:’%”)t)gp(ko + k)dk (6.3.6)
’ vV 27 —00 ’
czyli
1 . too . 10%0
U(x,t) = —el(kox_wot)/ @ Ve =2 g le=kort (Lo 4 ) d k. 6.3.7
( ) \/% . 90< 0 ) ( )

Pod calkg mamy dodatkowy czton w stosunku do poprzedniego wzoru, ktory ewolu-
uje ze zmiang t i k. Poniewaz dodatkowy czton zalezy od k, to rézne czesci pakietu
falowego beda sie poruszaly z nieco réoznymi predkos$ciami, wiec pakiet falowy ulega
stopniowemu rozmyciu w czasie.
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Zasada odpowiedniosci Bohra

W mysl zasady odpowiednio$ci Bohra przejscie z mechaniki kwantowej do mechaniki
klasycznej dokonuje sie przy przejsciu z h do zera (h — 0). Praktycznie te granice
osigga sie przy przejsciu z liczbami kwantowymi do nieskoriczonosci (n — +00), o
ile wynik nie zalezy od h. Dla przykiadu rozpatrzmy czastke w jednowymiarowej,
nieskonczonej studni potencjatu

(7.1)

Najpierw przeprowadzmy rozwazania zgodne z mechaniks klasyczng. Wewnatrz
przedziatu (0, L) na czastke nie dziala zadna sita (poza momentami, gdy nastepuje
odbicie od $cianek), czyli jej polozenie opisywane jest wzorem opisujacym ruch jed-
nostajny po lini prostej z predkoscia V'

z(t) =x0+ Vi, xy=x(ty), (7.2)

gdzie xy oznacza polozenie poczatkowe.

Prawdopodobienstwo znalezienia czgstki w przedziale (z, x+dz) jest wprost propor-
cjonalne do czasu przelotu drogi dz oznaczonego przez dt i odwrotnie proporcjonalne
do okresu w ktérym czastka przebywa droge od 0 do L, ktory oznaczamy przez T

Zapiszmy to w jawnej postaci
dt
Pdr = —. 7.3
T (7.3)

Po prawej stronie rownania mnozymy licznik i mianownik przez V' i korzystamy z
tego, ze

Vdt = dz, (7.4)
VT = L. (7.5)
Stad mamy
dt  Vdt dax
Ple=r=vr=1
czyli w koncu
dx
Pdr = —. :
dz 7 (7.6)

41
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Upraszczajac dr mamy wzor na gesto$é prawdopodobienstwa

P=—. 7.7
5 (7.7)
W ogdlnosci P = P(z), tu jednak mamy szczegdlny przypadek P = const.

Teraz rozpatrzymy to zagadnienie przy pomocy mechaniki kwantowej. Poniewaz
V' # V(t) to mamy problem stacjonarny, tak wiec musimy rozwigzaé¢ réwnanie
Schrodingera bez czasu

Hi(z) = EY().

Podzielmy przestrzen na trzy obszary

obszar I <0
obszar Il = € (0,L) (7.8)
obszar III x > L.

Pomiedzy obszarami [ i IT oraz pomiedzy II i IIT musimy narzuci¢ tak zwane warunki
zszycia
¢I(O) = wH(O)v (7.9)
Yrr(L) = Y1 (L). '

Dodatkowo mamy jeszcze dwa warunki na pochodne funkcji falowych

¥1(0) = 47 (0),
V(L) = ¥ (L) (7.10)

Poniewaz studnia potencjalu ma nieskonczong gtebokosé¢, to

’QZ)]([L’) = 0,

7.11

’QDU[(.T) = 0 ( )

Zatem wolno nam pomingc indeks i zamiast ;7 pisa¢ 1. Z warunkdéw zszycia mamy,

ze

¥(0) =0,

7.12

V(L) = 0. (7.12)

W obszarze 11 potencjal jest zerowy, czyli rozwigzanie bedzie tutaj takie samo jak
dla czastki swobodnej. ObliczyliSmy je wczesniej i jest ono postaci

w(x> — Aeik:p 4 Befik:v.
Korzystajac ze wzoru Eulera
e = cos®) + isin®
mozemy rozwigzanie réwnania Schrodingera zapisa¢ w nieco innej postaci

Y(r) = Ae™ + Be ™ = A(cos(kx) + isin(kx)) + B(cos(kx) — isin(kx)) =

= (A+ B)cos(kx) + (A — B)isin(kx) = C cos(kx) + D sin(kzx),
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czyli
Y(x) = Ccos(kx) + Dsin(kx), (7.13)

gdzie
C=A+ B, (7.14)
D= (A— B)i. (7.15)

W tym przypadku warunki brzegowe daja nam dyskretne rozwigznia. Aby to
wykazaé skorzystajmy z warunku brzegowego.

P(0)=0=C =0, (7.16)
czyli nasza funkcja falowa jest postaci
Y(z) = Dsin(kx). (7.17)

Mamy jeszcze jeden warunek brzegowy

(L) =0= Dsin(kL) =0 = (7.18)
sin(kL) =0 = (7.19)
=kL=nm, n=0,4+1,+2,... (7.20)
co prowadzi do dyskretnego rozwigzania na liczbe falowa k
nm
k, = —. 7.21
. (7.21)

Z drugiej strony liczba falowa k zdefiniowana jest jako

I (7.22)

2m _nmw 2
N L (7.23)
czyli
L= ”;" (7.24)

Jest to tak zwany warunek fal stojacych, oznaczajacy ze na odcinku od 0 do L musi
by¢ catkowita wielokrotnosé¢ potéwek dlugosci fali A\. Liczbe n nazywamy liczba
kwantows. Nasze rozwigzanie jest postaci

n(x) = Dsin(k,z) = Dsin (Tw) : (7.25)
Dla n dodatnich i ujemnych funkcje falowe sg takie same (z doktadnoscig do czynnika
fazowego) poniewaz
sin(—ax) = —sin(ax).
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Zatem mozemy bra¢ n = 0,1, 2, ... nie tracgc zadnych rozwigzan. Jednak dlan =0
funkcja falowa () tozsamosciowo réwna sie zeru, czyli wolno nam pomingc n = 0.
Ostatecznie

Yn(x) = Dsin <n;:c> , n=12 ... (7.26)

Majac dane rozwigzania na k, mamy rowniez rozwigzania na wartosci wlasne energii
E,, (energia bedzie réwna tylko energi kinetycznej, gdyz potencjat réwny jest zeru).

oy (hk,)* 1 n’mh?, mh?

E,= %= = — = =n*E
2m 2m 2m L2 " ompz Tt
czyli
E, = n’E, (7.27)
gdzie
w2h?
E, = 7.28
YT omI2? ( )

jest najnizsza dozwolong energia (energig stanu podstawowego).
Stala D mozemy znalez¢é, korzystajac z warunku normalizacyjnego

- /;OO (b ()2 = /OL D2 sin(" ) (7.29)

Po obliczeniu powyzszej catki dochodzimy do wyrazenia

L 2
DI?= =1 D| =/ =. .
DS =1=D|=\/7 (7.30)

Poniewaz z doktadnoscig do czynnika fazowego

]D\ =D (7.31)
to
2
D =4/=. .32
; (7.32)

Nasze rozwigzanie wyglada teraz nastepujaco

(1) = ﬁ sin(kna) = ﬁ sin(%x), n=12... (7.33)

W celu otrzymania pelnej funkcji falowej otrzymany wynik nalezy pomnozy¢ przez
e~wnt odzie w, = % Gestosé¢ prawdopodobienstwa w n-tym stanie energetycznym
dana jest wzorem

Pa(e) = (@) 2 (7.34)
Usredniajac powyzszy wzor, dla duzych liczb kwantowych, po pewnym, niwielkim,
ale makroskopowym przedziale przedziatu (0, L) dostajemy wzdr na gestosé praw-

dopodobienstwa
1
pP=—.
L
Zgodnie z zasadg odpowiedniosci Bohra otrzymalismy taki sam wzdér, jak w mecha-

nice klasycznej.



Rozdzial 8

Zasada zachowania
prawdopodobienstwa

8.1 Rownanie ciaglosci
Jak wiemy, gesto$é¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki dana jest wyrazeniem
P(7t) = [WU(F,1)]* = U* (7, 1)U(7, 1), (8.1.1)
Poniewaz to, ze czastka znajduje sie gdziekolwiek jest pewne, to
/ PFEOEr =1, & = dzdydz, (8.1.2)
gdzie V, oznacza caly przestrzen (pomijamy stany z widma ciagglego). Jest to

oczywiscie warunek normalizacyjny. Zrézniczkujmy go po czasie i dostajemy

0

— | P(Ft)d3r = 1.
o | P@ner=o (5.13)

czyli warunek normalizacyjny jest zachowany (staly w czasie). Niech V' bedzie
dowolng podprzestrzenia przestrzeni V.,

a — 3 o a * [ = = 3 _
&/‘/P(r,t)d T—/Va(\ll (7, 4)U(F, 1)) dr =
ou* U\
/V< U+ at)dr—

Korzystajac z rownania Schrodingera zaleznego od czasu

. 0
HU = ih—U
! ot '

mozemy napisac, ze

U =——_HY, (8.1.4)
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B R
—U* = —H\IJ*. 1.
ot h (8.1.5)

Podstawiamy to do naszej catki

=l () v ) ' =

n
Teraz wstawiamy jawng postaé operatora Hamiltona
P B s
H=" 4V{@)=—V>+V 8.1.6
L V() = 5V V() (3.1.6)

i dostajemy

o,
= — U — V(A)U* | o
: [( U G ) i

2
+ ¥ (—fmvw + V(F)\IJ)] d*r=".
Wyrazy V(7)U*W¥ i UV (7)¥ upraszczaja sie i mamy
n* _, n?
=t I e VA
h [<2mv > 2m v ] dr
ih TR *v72 3
:_7/(\1/v\11 — VA dPr =
2m Jv
Dodajemy i odejmujemy VUV U* i mamy
g

. Qm/[(q/v2\1:*+wquf )—

—(U*V2U + VIV |d*r =
=L [ (Vv - Ve =

R /V[V(\IIV\II* V)| =

Oznaczmy
- th

2m

—(UVU* — UV, (8.1.7)

i otrzymujemy w koncu

/v;f :—/ V. d¥r (8.1.8)

0 -
—P(i"t -j| d®r=0. 8.1.9
Ak <r,>+vj] : 5.9
Poniewaz V' jest dowolng objetoscia, stad wynika, ze

0 S

EP('F, t)y+V-5=0. (8.1.10)
Jest to tak zwane réwnanie cigglosci, przy czym P(7,t) oznacza gesto$¢ praw-
dopodobienstwa, a j gestos¢ strumienia pradu prawdopodobienstwa.

lub



Rozdzial 9

Rozpraszanie na potencjalach

9.1 Bariera potencjatu o skonczonej wysokosci i
nieskonczonej szerokosci

Rozwazmy czastke o pedzie p = nk poruszajaca sie w kierunku osi x padajaca na
bariere potencjatu V(z) okreslong w ponizszy sposéb

0 dlazx <0,
Vi) = { Vo dlaz > 0. (9-1.1)

Caly obszar dzielimy na dwie czesci i rozwigzujemy w nich niezalezne od czasu
rownanie Schrodingera

I @) 4 V() = Bl).

2m dz2

Dla x < 0 (obszar I) niezalezne od czasu réwnanie Schrédingera przyjmuje postaé

n o d
natomiast dla z > 0 (obszar II) mamy
n? d?
o g2 @) = (B = Vo)u(z). (9.1.3)

W obszarze I rozwigzanie jest takie samo, jak dla czastki swobodnej, czyli

Yr(x) = Ae™ + Be ™ A B = const, (9.1.4)
gdzie
2mkE

Aby rozwigzaé¢ réwnanie w obszarze 1l wystarczy oznaczy¢

E' =E-V, (9.1.6)

47
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i dostajemy rownanie podobne do poprzedniego

K2 d?
" 2mda?

(x) = E"(x). (9.1.7)
Stosujac analogiczne rozwazania dostajemy rozwigzanie postaci
Yr(z) = Ce™™ + De™™*  C,D = const, (9.1.8)

przy czym

k= \/27;;]5/ - \/Qm(EhQ_ %), (9.1.9)

Wiemy, ze czastka pada z lewej strony, czyli w obszarze II nie moze by¢ fali idacej
w lewo, tak wiec D = 0 (poza przypadkiem r czysto urojonego). Stad mamy

Urr(z) = Ce™™, (9.1.10)
co prowadzi do
| Ae*® 4+ Bem ™ = opy(z) dlax <0,
p(z) = { Ce"™ = hrr(x) dlaz > 0. (9.1.11)
Skorzystajmy z warunkéw zszycia
¥r(0) = ¢1:(0) (9.1.12)
! d d
@1/)[(1;”1:0 = giﬁll(ﬂﬁﬂm:o’ (9.1.13)
skad dostajemy
A+B=C, k(A-B)=rC. (9.1.14)
7 tych dwéch réwnan w prosty sposéb wyznaczamy, ze
2k
= A 9.1.15
k+r " ( )
k—k k—r 2k k—k
= prm— = .1.1
B 2k ¢ 2k k+~w /{:—l—/iA (9.1.16)
Podstawiajac jawne postacie k i x, dostajemy
2V E
C= vVE A, (9.1.17)
VE +VE =V,
B= VE - VE= Vo, (9.1.18)

CVE+VE-V,
Czesé funkeji falowej poruszajacg sie w kierunku osi x w obszarze I mozemy inter-

pretowad jako fale padajaca, czes¢ poruszajgca sie w tym samym obszarze w druga,
strone jako fale odbita, natomiast funkcje falows poruszajaca sie w kierunku z w
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obszarze Il jako fale przepuszczong przez bariere. Korzystajac z tej interpretacji
mozemy obliczy¢ gestos¢ pradu prawdopodobienstwa dla czastek padajacych jA,
odbitych j’B i przepuszczonych j’c. Pamietamy, ze gestos¢ pradu prawdopodobienstwa
definiujemy jako

= ih * *
J= -V - 97V, (9.1.19)

Obliczmy gestos¢ pradu prawdopodobienstwa dla czastek padajacych fA, korzystajac
z powyzszej definicji.

jA o ;Z(A zka<A zkx)* N (Aezkz)*vAezkx) _
ih ikx * _—ikx * _—ikx ik
:2—(146 VA e™ — A%e” "™V Ae™™) =
m

h )
— 227(|A‘2€1kx(—?,k') —ikx |A’2 7zk::v 61kz) —
m

ih hk
= 2ik|A —AZ
o (20K %) = —|AP,

czyli mamy

- hk
Ja = —]A\Q. (9.1.20)
W analoglczny sposdb obhczamy gestos¢ pradu prawdopodobienstwa dla czgstek
odbitych jp i przepuszczonych jo i mamy:

-

. hk
iB = E|B|2 (9.1.21)

oraz

—

: hk
jo = E|C|2 (9.1.22)

(tylko dla k rzeczywistego, dla k czysto urojonego jo = 0). Zdefiniujmy wspélezynnik
odbicia R i wspotczynnik przenikania 7T’

—

R=|2 (9.1.23)
JA

T =L (9.1.24)
JA

Wspdlcezynniki te sg miarg prawdopodobienstwa odpowiednio odbicia i przenikniecia
czastki. W naszym przypadku wspoélczynniki te wyrazac¢ sie beda wzorami

:‘32: VE -~ VE— V|’ (9.1.25)

A VE+VE -V, o

oraz B oV E 2‘ =V, 9,126
- WE+VE -V, ' -
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Przeprowadzmy dyskusje otrzymanych przez nas wynikéw w zaleznosci od wysokosci
bariery potencjatu V4 i od energii padajacej czastki E.

1. Jezeli Vi = 0, to tatwo wykaza¢, ze R = 01 T = 1, czyli odbicie nie jest
mozliwe i wszystkie czastki przechodza przez bariere.

2. Jezeli E > Vj to czastka moze zosta¢ odbita lub przepuszczona, przy czym

_ vVE o\ fam( BT
wu(x)—m\/Fere (9.1.27)

gdzie E — Vj jest liczba rzeczywistg.
3. Jezeli £ =V} to mozliwe jest tylko odbicie, gdyz R =1, a T = 0.

4. Jezeli E < V, to niemozliwe jest odbicie i przepuszczenie czastki, co wynika
nie ze wzoru (9.1.26), ale z definicji wektora gestosci pradu, przy czym

VEWE = VE-Vo) 1 fomtie By
VE+VE-Top | v

gdzie Vi — F jest liczba rzeczywista dodatnig.

1/)[[(%) = 214

9.2 Bariera potencjalu o skornczonej wysokosci i
skonczonej szerokosci.

Niech czastka o pedzie p' = hk pada na bariere potencjalu okreslong w ponizszy
Sposob
0 dlaz <0,
V(z)=1< V dla0 <z <aq, (9.2.1)
0 dlazxz>a.

Réwnanie Schrodingera dla tego zagadnienia jest postaci

B2 Ey(x) dlaz <0,
—%@@D(x) =< (E=Vy)Y(x) dlad <z <a, (9.2.2)
E(x) dlaz > a.

1. Niech 0 < FF < V. Wéwezas rozwigzanie rownanie Schrodingera jest postaci

Aekr + Be=#*  dlax < 0,
P(r)=<{ Fe™ +Ge™ dla0 <z <a, (9.2.3)
Ce** 4 De=** dlaz > a,
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przy czym A, B,C, D, F, G sg stalymi, natomiast

1
k=, (9.2.4)

n:;w%m@—m, (9.2.5)

oraz obie liczby k i k sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Zalézmy, ze nasza
czastka, znajdujac sie w obszarze x < 0, porusza sie w kierunku z i pada na bariere.
Wéwcezas, D = 0, poniewaz w obszarze x > a moze przebywaé tylko fala przepusz-
czona, natomiast nie ma zadnej fali, w tym obszarze, w kierunku —z. Stad funkcja
falowa jest postaci

Aekt 4 Be=*r dlax < 0,
Y(z) =4 Fe™ 4+ Ge™ dla0 <z <aq, (9.2.6)
Cetke dlaz > a.

Korzystajac z ciagtodci funkcji falowej i jej pierwszej pochodnej w punktach 0 i a
(czyli z warunkéw zszycia)dostajemy uktad czterech réwnan na state A, B,C, F'i G:

A+B=F+0,
ik(A - B) = w(F — Q),
Ceika = Fera + Ge—/@a7

ikCe™™ = k(Fet — Ge ).

(9.2.7)

Postaramy sie teraz wyznaczy¢ A w funkcji C. Wymndzmy pierwsze rownanie przez
k1 dodajmy je oraz odejmijmy od rownania drugiego, a nastepnie wymnézmy trzecie
rownanie réwniez przez k i dodajmy je oraz odejmijmy od rownania czwartego. To
daje nam cztery ponizsze réwnania

ik(A— B) + k(A + B) = 2KF,
ik(A— B) — k(A+ B) = —2kG,
ikCe* + kCe** = 2k Fer,
ikCe*e — kCe*e = —2xGe "2,

(9.2.8)

Po wymnozeniu obustronnie rownania trzeciego przez e "¢

dostajemy uktad postaci

i czwartego przez e

ik(A— B)+ k(A + B) = 2kF,
ik(A— B) — k(A+ B) = —2kG,
(ik + K)Celk—ma = 2k F
(ik — K)CelFma = _2x@.

(9.2.9)

Poniewaz prawe strony réwnan odpowiednio pierwszego i trzeciego, oraz drugiego i
czwartego sg sobie rowne, to ich lewe strony réwniez powinny by¢ sobie réwne. Stad
dostajemy uktad dwdéch réwnan.

ik(A — B) 4+ k(A + B) = (ik + r)Celi—ma,

ik(A — B) — k(A + B) = (ik — k)CeliFtrla, (9.2.10)
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Po uporzadkowaniu dostajemy ponizszy uktad réwnan

(ik + k)A — (ik — k) B = (ik + k)CelF=),

(ik — k)A — (ik + k) B = (ik — r)Celk+ra, (9-2.11)
Pierwsze z réwnan dzielimy przez ik — k, a drugie przez ik + K
ik + K tk+rK _,

A—-B= Celik=ra 9.2.12
ik — kK k—r C ’ ( )
1tk — K thk—kK

A—B=———Cel*tma, 9.2.13
ik + K T (6:2.13)

Odejmijmy réwnanie pierwsze od drugiego
ik—k ik+k tk — Kk (; ik+k
_ A — (ik+r)a _ L plik=r)a ) o 9.2.14
<M+m ik—m) <m+m6 ik — (6:2.14)
Po uporzadkowaniu wyrazéw z lewej strony mamy
dikk thk — Kk k+ K
A= (iktr)a _ 2 T (ik—K)a | 1 9.2.15
k? + K2 <z’k+f<;6 P ( )
Stad
k*+ k2 (ik— Kk ik+k
A= (tk+K)a "V TV (k—k)a C. 9.2.16
dikk ik?+l-€e ik:—/{e ( )

Gestosé pradu prawdopodobienstwa czastek padajgcych j4 = |fA| i czastek prze-
puszczonych przez bariere jo = |jco| wyrazaé sie bedzie wzorami

. hk
JA = 7’14‘27
m

. hk
jo =—IC*.
m

Poniewaz obliczenia sa analogiczne jak w poprzednim przypadku, to podane zostaty
od razu gotowe wzory. Wspdiczynnik przenikania jest roéwny

2

T:ﬁ:uwz (9.2.17)

. . N -1
dikk  [ik — R (ik+r)a _ Me(ik—n)a
k2 + k2 \ik+ K ik =k

Mozna wykazaé, ze T' € (0,1). Pamietajac, ze T 1 R wyrazaja prawdopodobieristwo
przejscia lub odbicia sie czastki od bariery, a ze nic innego z czastks staé sie nie
moze, wolno wiec nam napisac, ze

T+R=1= (9.2.18)

= R=1-T (9.2.19)
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i w ten sposob mamy oba szukane wspétczynniki.

Bardzo waznym wnioskiem jest to, ze dla czastki o energii nizszej od energii ba-
riery potencjalnej istnieje niezerowe prawdopodobienstwo przejscia przez tg bariere.
Zjawisko to, niemozliwe w my$l praw opisujacych fizyke klasyczna, nazywane jest
zjawiskiem tunelowym. Powyzsze rozwazania pozwalaja, cho¢ w sposéb bardzo up-
roszczony, zrozumie¢ rozpad promieniotworczy «, czy tez zjawiska wystepujace w
polprzewodnikach.

2. Niech F = V. Wéwezas réwnanie Schrodingera jest postaci

K22 Ey(xz) dlaz <0,
_Tﬁ¢(x) =<0 dla0 <z <a, (9.2.20)
maxr Ey(xz) dlaz > a.

Funkcja falowa bedaca jego rozwigzaniem dana jest wzorem

Ae** 4 Be=** dlax < 0,
()= Fex+G dla0 <z <a, (9.2.21)
Ce** + De=** dlaz > a,

przy czym A, B,C, D, F' i G sg stalymi, a

1
k= 7 2mFE (9.2.22)
jest liczbg rzeczywista, wieksza od zera.
Tak jak w poprzednim przypadku wiemy, ze D = 0 i korzystamy z cigglosci funkcji
i jej pierwszej pochodnej w 0 i w a, skad dostajemy ukiad czterech réwnan

A+ B =G,
ik(A—B) = F,
Ce'** = Fa + G,

ikCette = F.

(9.2.23)

Wstawmy réwnanie pierwsze i drugie do réwnania trzeciego, skad mamy
ika(A — B) + A+ B = Ce™. (9.2.24)
Po uporzadkowaniu mamy
(1 +ika)A+ (1 —ika)B = Ce'™. (9.2.25)

Przyréwnujac do siebie lewe strony rownania drugiego i czwartego, dostajemy nowe
rownanie

ik(A — B) = ikCe'™, (9.2.26)

skad mamy '
B=A—Ce*, (9.2.27)

Wstawiamy to do zmodyfikowanego poprzednio réwnania trzeciego

(1 +ika)A + (1 —ika)(A — Ce™) = Ce'*, (9.2.28)
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Upraszczajac powyzszg rownosé, dochodzimy do postaci
2A
2 —ika
Korzystajac z obliczonego juz wczesniej wyrazenia opisujacego wspolezynnik przejscia,
dostajemy

C = e ke, (9.2.29)

—ika

2 2 2 4
_‘Z—ilme 4+ (ka)?

Whioskujac z wartosci tych wspoétczynnikéw mozemy stwierdzié, ze, inaczej niz dla

bariery o nieskonczonej szerokodci, czastka o energii rownej wysokosci bariery po-

tencjalu moze zostaé przepuszczona lub odbita.

3. Niech F > Vj. Wowczas rownanie Schrodingera przyjmuje postac

C
T = |=
3

(9.2.30)

Iy EyY(x) dlaz <0,
L @) ={ (B-Vo)u(x) dla0<z<a, (9.2.31)
2m dx Ey(z) dlaz > a.

Funkcja falowa bedaca jego rozwigzaniem jest postaci

Ae** 4 Be=** dlax < 0,
P(x) =< Fe* 4+ Ge ™ dla0 <z < a, (9.2.32)
Ce** 4 De=** dlaz > a,
przy czym

;V%nE, (9.2.33)
;%MM%WQ (9.2.34)

i oba te wspolczynniki sg liczbami rzeczywistymi, wiekszymi od zera.
Analogicznie, jak w poprzednich przypadkach, wolno nam przyja¢, ze D = 0.
Korzystajac z warunkéw zszycia, dostajemy uktad réwnan

A+B=F+0,
ik(A - B) = in(F — Q),
Fema + Ge—ma — CYeilm7

ik(Fere — Ge™ ) = jkCe'a.

k:
KR =

(9.2.35)

Dodajemy i odejmujemy pierwsze réwnanie pomnozone przez k od drugiego, a
nastepnie trzecie pomnozone przez k od czwartego, skad dostajemy

(k+k)A — (k — k)B = 2KkF,
(k—r)A — (k+ r)B = —2kG,
2kFe* = (k + r)Cette,
—2kGe™ " = (k — k)Ce'*e,

(9.2.36)

Nastepnie mnozymy obustronnie réwnanie trzecie przez e~ i czwarte przez e"*

(k+rK)A — (k — Kk)B = 2KF,
(k—r)A — (k+r)B = -2kG,
2kF = (k + K)Celth=r)a,
—26G = (k — k)Celktrla,

(9.2.37)
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Przyréwnujemy do siebie lewg strone rownania pierwszego z prawa strong rownania
trzeciego, a potem postepujemy analogicznie z réwnaniem drugim i czwartym

(k+r)A — (k— K)B = (k + r)Celk=ra, (9.2.38)
(k—r)A — (k+K)B = (k — r)Ce'Ftrle, (9.2.39)
Teraz wyznaczamy z obu rownan B

k+k

(A= Ceilk=ray = B, (9.2.40)
—K
k—k i(k+k)a
A Ce ) =B. (9.2.41)
Przyréwnujac do siebie lewe strony, dostajemy réwnosé ponizszej postaci
k+ Kk - k—k .
_ (pilk—r)ay _ v i(k+R)a
P /{(A Ce ) T /{(A Ce ). (9.2.42)

Upraszczajac powyzsze wyrazenie, dostajemy

4k kE+k k—r ;
_E 4 ik=r)a _ 2 i(ktw)a | o 9.2.43
k? — k2 (/{:—me ktr 7 ( )
czyli
4k kE+k k—r ; -
C— i(k—k)a _ i(k+r)a A. 9.2.44
k:2—/<;2<k—/<;6 kit ( )
Korzystajac z wczesniejszych rozwazan mozemy napisac, ze
C dkk  (k+r k—r B
T2 = i(k=r)a TV i(k+r)a 2 9.2.45
|A| ‘k‘Q—HQ (k—/{e k:—l—/{e | ( )
ize
R=1-T. (9.2.46)

Mozna wykazac, ze wartos¢ wspotczynnika przejécia T' nie zawsze jest rowna jednosci,
a wiec czastki o energii wiekszej od wysokosci bariery potencjalu moze zostac¢ jednak
przez nig odbita. Czastka na pewno przejdzie przez bariere tylko wtedy, gdy T = 1.
Energie odpowiadajgce temu przypadkowi to tak zwane energie rezonansowe.

9.3 Prostokatna studnia potencjalu o skonczonej
glebokosci

Niech dana bedzie studnia potencjatu zdefiniowana wzorem

0 dlax < —a,
V(z)=3 =V dla —a<0<aq, (9.3.1)
0 dlaz > a.
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Rozwazmy czastke o energii mniejszej od zera, ale wiekszej od —Vy, =V < E < 0
(rozpatrujemy stany zwigzane). Rdéwnanie Schrodingera opisujace ta czastke jest
postaci

B2 2 Ey(x) dlaz < —a,
—Tﬁw(l‘) = (BE+V)Y(z) dla —a <z <a, (9.3.2)
max EyY(z) dlaz > a.
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja falowa
Aekr 4 Be=h® dlazx < —a,
Y(x) =< Fcos(kr)+ Gsin(kz) dla —a <z < a, (9.3.3)
CeF* + De=F= dlax > a,

przy czym A, B,C, D, F i G sg stalymi, a

1
k= -2mE (9.3.4)

= ;,/zm(E V) (9.3.5)

sg liczbami rzeczywistymi wiekszymi od zera.

Poniewaz dla * < a i x > a istnieje skonczone prawdopodobienstwo znalezienia
czastki, to czlony dazace do nieskonczonosci muszg znika¢. Stad wolno nam przyjac,
ze B=01C = 0. Zatem funkcja falowa przyjmuje postaé

Aeh® dlazx < —a
Y(z) =1¢ Fcos(kr)+ Gsin(kzr) dla —a<z<a (9.3.6)
De=ke dlazx > a.
Korzystajac z warunkow zszycia dla ¢ = a i * = —a, dostajemy ukiad czterech

rownan
Ae % = F cos(ka) — G sin(ka)
kAe % = k(F sin(ka) + G cos(ka))
De~*¢ = F cos(ka) + G sin(ka)
—kDe % = —k(F sin(ka) — G cos(ka)).

Dodajmy i odejmijmy rownanie pierwsze od trzeciego, a nastepnie postagpmy ana-
logicznie z réwnaniami drugim i czwartym.

2F cos(ka) = (A + D)e "
2G sin(ka) = (D — A)e "
2k F sin(ka) = k(A + D)e "
2kG cos(ka) = —k(D — A)e ",

(9.3.7)

(9.3.8)

Z matematyki wiadomo, ze wolno nam obra¢ jedng ze stalych dowolnie. Wobec tego
niech na poczatek G = 0. Wéwezas mamy uktad rownan postaci

2F cos(ka) = (A + D)e ke,
0= (D— A)e ke,
2k F sin(ka) = k(A + D)e %,
0= —k(D — A)e*a.

(9.3.9)
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Z réwnania drugiego (lub czwartego) w prosty sposéb dostajemy, ze:
A=D. (9.3.10)

Podstawiamy to pierwszego réwnania i mamy

1
F=A —ha, 3.11
cos(ffa)e (9:3.11)

7 kolei to podstawiamy do rownania trzeciego skad dostajemy

k = ktg(ka). (9.3.12)
Funkcja falowa jest postaci
Aek® dlax < —a,
z) =4 A" cos(kz) dla —a <z<a, 9.3.13
cos(ka)
Ae~h dlaz > a.

Funkcja ta jest parzysta.
Teraz przyjmijmy, ze F' = 0. Wykonujac analogiczne rachunki jak powyzej, dosta-
jemy

k = —kctg(ka) (9.3.14)
A=-D (9.3.15)
1
G=A- et (9.3.16)
sin(ka)
Stad funkcja falowa jest postaci

Aeke dlaz < —a,

Y(x) = —A% sin(kx) dla —a <z <a, (9.3.17)
—Aeke dlaz > a.

Ta funkcja jest nieparzysta.
Pamictajac, ze

1
k= ﬁ\/—QmE>O,

1
K= ﬁ\/Qm(E+Vo) > 0,

2
k24 K2 = h—TVO. (9.3.18)

mozemy napisac

Pamietamy rowniez, ze dla parzystej funkcji falowej mamy
k = ktg(ka),

a dla nieparzystej
k = —kctg(ka).
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Wprowadzmy nowe zmienne

n=ka, &=ka. (9.3.19)

Woéwcezas dostajemy dwa ukltady réwnan przestepnych (jeden dla parzystej funkeji
falowej, a drugi dla nieparzystej)

n = &tg(§),
2 9.3.2
,',}2_1_52:27;;1 VE); ( 0)
i (€)
n= _fCtg 6 3
2 3.2
e = 2, 9320

Korzystajac z drugiego réwnania w dowolnym z powyzszych uktadéw rownan, mozemy
wyznaczy¢ wartosci wlasne energii

2ma? 2ma? 2ma?
772+£2: 72 V0=>772: 72 ‘/0_52: 72 %—CL2I€2:

2ma? 1 2ma?
E, = e (9.3.22)
" T 9maz o

Powyzsze uktady rownan w najprostszy sposoéb mozna rozwigzé graficznie i uzyskaé
w ten sposéb kolejne wartosci 7, ktére umozliwiaja nam wyznaczenie wartosci wias-

nych.



Rozdzial 10

Stany parzyste i nieparzyste

Jezeli potencjal jest funkcjg parzystg (tzn. V(x) = V(—x)) to funkcje wlasne Hamil-
tonianu H dla stanéw zwigzanych w przypadku jednowymiarowym beda jedynie
parzyste (tzn. (x) = ¢)(—x)), badZ nieparzyste (tzn. (x) = —ip(—x)).
Dowéd
W celu przeprowadzenia dowodu wprowadzmy operator parzystosci P zdefiniowany
w nastepujacy sposob )

Pu(a) = v(-a), (10.1)

gdzie 1 (z) jest dowolng funkcjg nalezaca do przestrzeni L?. Korzystajac z definicji,
latwo obliczy¢, ze

Py(a) = P(P(x)) = Pu(—z) = b(a). (10.2)
Zapiszmy rownanie wilasne dla tego operatora.
Py(z) = anp(x). (10.3)
Dzialamy na obie strony operatorem Pi mamy
P*y(x) = a(Py(z)). (10.4)
Stad
U(@) = a*(x), (10.5)
czyli
o’ =1, (10.6)
a stad
a = =*1. (10.7)

Kiedy a = 1, to rownanie wlasne przyjmuje postac

Py(z) = (x). (10.8)

Stad mamy, ze
(=) = b(a). (10.9)
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Natomiast kiedy a = —1, to dostajemy rownanie wiasne postaci

Pi(z) = —(x) (10.10)

skad
(=) = —(x) (10.11)

Czyli funkcja wtasna operatora parzystosci P jest parzysta dla wartosci wlasnej
a = 1 i nieparzysta dla wartosci wlasnej a = —1 (sg to jedyne wartosci wlasne
tego operatora). Teraz musnny udowodnié¢, ze przy parzystym potenqale (tzn.
V(z) = V(—z)) hamiltonian H komutuje z operatorem parzystosci P. Wéwezas
beda one mialy te same funkcje wlasne, czyli tylko parzyste lub nieparzyste. Oper-
ator Hamiltona H jest postaci
A2
A= 1v@), v =v(-a. (10.12)

2m

~

Obliczmy komutator [H, ]5], dzialajac nim na dowolng funkcje prébna ¢ (z) z przes-
trzeni L2.

[H, Pli(x) = HPY(x) — PHY(z) =

= gt (PO + VOP) — P (g D) 4 V(o)) =
n 2 n o d?
= o dn? (=z) + V(z)v(—z) + o da? (=) = V(=z)y(—z) =

= V(@)v(—z) = V(—z)(-z).
Potencjal z zalozenia jest parzysty, czyli V(z) = V(—z), skad
V(z)Yp(—x) = V(—x)p(—x) = 0. (10.13)

Dlatego o
[H,P] =0, (10.14)

czyli funkcje wlasne Hamiltonianu H beda rowniez parzyste, badz nieparzyste.



Rozdzial 11

Liniowy oscylator harmoniczny

11.1 Wartosci wilasne i funkcje wlasne. Wielomia-
ny Hermite’a.

Rozwazmy czastke poruszajaca sie pod wplywem sity
F=—kux. (11.1.1)

Korzystajac z faktu, ze

d
F=——V(). (11.1.2)

mozemy wyznaczy¢ potencjal pochodzacy od sity F

V(z) = — (11.1.3)

Potencjal jest parzysty, czyli, korzystajac z wiadomosci zawartych w poprzednim
rozdziale, wiemy, ze funkcje wlasne hamiltonianu H mogg by¢ tylko parzyste lub
nieparzyste. Zapiszmy hamiltonian H

2 2 2
= —;mjﬁ kg (11.1.4)
Wprowadzmy oznaczenie
w= :;, (11.1.5)
wowczas A 2 .
=50 + Smwe (11.1.6)

Poniewaz potencjatl nie zalezy od czasu, wiec mamy zagadnienie stacjonarne, czyli
musimy rozwigza¢ niezalezne od czasu rownanie Schrodingera

Ho(x) = Ep().

61
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Po podstawieniu jawnej postaci hamiltonianu mamy

K2 d2 1

—5,75(@) + gmw’ae(r) = Ep().

2

Whprowadzajac oznaczenia

oo [T
=5
2F
N = 22
hw’
dostajemy
1 d? 5 o
—?@90(55) + oz p(x) = Ap(z).

Wprowadzmy nowa zmienng
§ = ax,
wtedy
d d¢ d d
—_— = —— = 00—
dv  dxd¢ d¢’
d? d d o d?
— = =0 .
dz?  dxdx dg&?
Po zamianie zmiennych w réwnaniu mamy

2

(&) + E(8) = M(g),

de
przy czym @(x) = ¥(£). Po uporzadkowaniu réwnanie przyjmuje postacé
d> 9
e (&) + (A =&)v(g) = 0.

(11.1.7)

(11.1.8)

(11.1.9)

(11.1.10)

(11.1.11)

(11.1.12)

(11.1.13)

(11.1.14)

(11.1.15)

(11.1.16)

Rozpatrzmy teraz przypadek dla bardzo duzych £ (§ — 400). Wéwezas w réwnaniu

mozemy pominagé¢ A, co prowadzi do rownania

d2

e (€) = &(€) =0.

Zgadujemy rozwigzanie (z doktadnoscig do statej)

Sprawdzmy czy jest ono rzeczywiscie rozwigzaniem naszego rownania

9(€) = e*,

(11.1.17)

(11.1.18)
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() = ket
W(E) = kT + (2T,

P(E) = (£1+£)e*5 .

Pamietamy, ze £ — 400, czyli wolno nam poming¢ +1. Ostatecznie mamy

U(E) = 26t

Po podstawieniu obliczonych powyzej wyrazen (tzn.y)(z) i1(x)) do réwnania (11.1.17)
maimy

EeETY(E) - LT =0,
a wiec funkcja ¥(§) postaci
9 = e+,
jest rozwigzaniem bezczasowego réwnania Schrodingra dla naszego zagadnienia dla

2
bardzo duzych £ (§ — +00). Musimy zwrécié uwage na fakt, ze 1(§) = et przy
¢ — +oo dazy do nieskonczonosci, a nas interesujg tylko takie rozwigzania, ktére
daza do zera (czyli takie, ktére mozna unormowac). Dlatego ze wzgledéw fizycznych

2

2
odrzucamy rozwigzanie 1(§) = et i mamy rozwigznie 1(§) = e 7.
Wezmy teraz dowolne . Postulujemy, ze rozwigzanie bedzie postaci

Y(€) = e TH(E), (11.1.19)
gdzie H(§) oznacza jaka$ funkcje. Obliczmy pierwszg i drugg pochodng ()

&
2

W(E) = —Ee T H(E) + T H'(€) = (—EH() + H'(€))e™
W) = (~H(E) — EH'() + H'()e™ T — (~EH(E) + H'(€))e™ T =

52

= (H"(&) —26H'(§) + (& — 1)H(§))e 7.

Wstawiamy to do réwnania i dostajemy

(H'(€) — 26H'(€) + (€ = DH(€))e T + (A — €2)e T H() = 0. (11.1.20)

Dzielimy obustronnie przez e
H"(&) —26H'(€) + (& —1DH () + (A=) H(€) = 0. (11.1.21)
Przeksztalcajac, mamy
H"(&) —26H'(€) + (A= 1)H (&) = 0. (11.1.22)

Rozpatrzymy to réwnanie oddzielnie dla przypadku funkeji parzystych i funkeji
nieparzystych. Poniewaz rozwigzanie jest postaci

G(E) = e TH(E),
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2
a wyraz e~ jest zawsze parzysty, to funkcja H (&) musi byé¢ parzysta, badz niepa-

rzysta. Zacznijmy od funkeji wlasnej parzystej, czyli parzystego H(£). Mozemy go

zapisa¢ jako
+oo

H(E) =Y ™. (11.1.23)

k=0
Naszym zadaniem jest znalezienie wzoru okreslajacego wspolczynniki . Obliczmy
pierwsza i druga pochodng H(&):

+oo
=3 2ker &, (11.1.24)
+o0o
H"(&) = 2k(2k — 1), 82 (11.1.25)
k=0
i wstawmy je do réwnania Hermite’a
+oo
> 2k(2k — 1) 2 Z Akcy&* + Z = 0. (11.1.26)
k=0

W pierwszym czlonie wolno nam sumowac¢ od 1, gdyz dla k = 0 cale wyrazenie sie
zeruje, czyli ten czton mozemy przepisac¢ jako

“+oo

> 2k(2k — 1) Z 2k(2k — 1) 72 =

k=0 k=1

Teraz zamieniamy indeksy z k na k + 1

“+o00o
=3 2(k + 1)(2k + e €7,
k=0
Wstawiamy to do réwnania
+00
ST2(k + 1)(2k + 1) & — Z4k:c & + Z — 1) =
k=0

Weciggamy wszystko pod wspdlng sume
00
STk + 1)(2k + 1)cger + (A — 1 — 4k)eg )€ = 0. (11.1.27)
k=0
Korzystajac z niezaleznosci liniowej funkeji £€2* wnioskujemy, ze
2(k+1)(2k+ Vegr + (A —=1—4k)e, =0, k=0,1,2,... (11.1.28)
skad mozemy wyznaczy¢ rekurencyjny wzor na cjq

4k +1—- A

— 11.1.2
T T Sk )2k 1) (11.1.29)
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Stad, jesli ¢q jest rézne od zera i jesli je znamy, to znamy tez wszystkie wspdtczynniki
ck. Wielomian H(£) ma by¢ skonczonego stopnia, czyli musimy urwaé sume na
ktoryms z wyrazéw. Na przyklad niech to bedzie wyraz cy (k= N), czyli cy11 =0
(i wszystkie pozostale tez).

AN +1- A
_ _ 1.1,
va=0= et =0 (11.1.30)
S AN41-A=0=A=4N+1, N=0,1,2,... (11.1.31)
czyli
A=1,5,9,... (11.1.32)

Kwantowanie energii wynika bezposrednio ze wzoru (11.1.10).
Zajmijmy sie teraz przypadkiem funkcji wlasnych nieparzystych. Postulujemy;,
ze s one postaci

H(E) = Jiodk§2k+l- (11.1.33)

k=0

Pierwsza i druga pochodna wynosza odpowiednio

“+o00

H'(€) = > (2k + 1)dp™, (11.1.34)
k=0
+o0o
H"(€) = D 2k(2k + 1)dpe™ . (11.1.35)
k=0
Podstawiamy to do rownania
I +oo +o0
S7T2k(2k + )dp® 1 = 2(2k + )i + YT (A = D) =0,
k=0 k=0 k=0
skad
“+o0o —+o0
72k (2k + D)dp N+ Y (A — 1 — 4k — 2)d & = 0. (11.1.36)
k=0 k=0

Analogicznie jak dla funkcji parzystych w pierwszej sumie przechodzimy z k do k+1

+00 +oo
U2k (2k + D) dp® = > 2(k 4+ 1)(2k + 3)dp 1 £ =
k=0 k=-—1
+o0o
= 2k +1)(2k + 3)dj 41 £
k=0

Stad mamy

+oo +o0o
> 72(k +1)(2k + 3)dp 1 T+ DTN — 1 — 4k — 2)di & = 0.
k=0 k=0
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Po uporzadkowaniu wyrazenia i wciggnieciu wszystkich wyrazow pod wspdlng sume
mamy

io(wc + 1)(2k 4 3)dpy1 + (A — 1 — 4k — 2)dy, )€ = 0. (11.1.37)

k=0
Korzystajac z niezaleznosci liniowej funkeji 24!, mozemy napisaé, ze
2k + 1)(2k + 3)dpss + (A — 4k — 3)dp =0, k=0,1,2,... (11.1.38)

skad
g A—4k—3
Tk + 1)(2k + 3)
Korzystajac z tego, ze H () jest wielomianem skoriczonego rzedu, urywamy sumowanie
na N-tym wyrazie, czyli

dy.. (11.1.39)

A—4N —3
d =0= dy =0=>A—4N -3=0
Nt 2N+ 12N +3) "
= A=4N+3, N=0,1,2,..., (11.1.40)

czyli
A=3,7,11,...

Wartosci whasne dla funkcji parzystych i nieparzystych przedstawiaja sie nastepujgco
A=1,3,5711,...
Sa to kolejne liczby nieparzyste, czyli mozemy to zapisa¢ krécej jako
A=2n+1, n=0,1,2,... (11.1.41)

Wstawiajac powyzsze wyrazenie za A do rownania dostajemy tzw. réwnanie Her-
mite’a

H'(€) — 26HL () + 2nH,(€) = 0. (11.1.42)
Poniewaz L oF s
= 1.
v 28 huw 1
2n—|—1=a :En:7(2n—|—1) :hw(n+§). (11.1.44)

Energie wilasne oscylatora sg skwantowane. Wypiszmy kilka pierwszych wartosci
wiasnych energii

hw
EO - 77
3
E1 = ihw,

5
E2 = §hw
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Waznym faktem jest to, ze
E,.1— FE, =hw. (11.1.45)

Kazdej wartosci wlasnejF,, odpowiada funkcja wtasna postaci

Yn(§) = Nne‘an(é"), (11.1.46)

gdzie N,, jest czynnikiem normalizacyjnym.
Pamietamy, ze £ = aux, oraz, ze ¥(§) = ¢(x). Stad mamy

en(T) = Yn(az) = Nne‘aszQHn(ozx). (11.1.47)

Obliczanie wspdlezynnikéw w wyrazeniu na H,(ax) jest zbyt pracochtonne. 7
matematyki wiemy, ze wielomiany Hermite’a H, (£) wyrazaja sie wzorem

Ho() = (-1 e ® (11.1.48)

(jest to tak zwany wzdr Rodriguesa). Wypiszmy kilka pierwszych wielomianéw
Hermite’a

Ho(f) =1,
Hl(f) - 257
H2(€> = 452 —2.

Wspétezynnik przy najwyzszej potedze wielomianu H,(§) wynosi 2.

11.2 Funkcje tworzace

Funkcja tworzgca wielomianu Hermite’a dana jest wzorem

2 > H,
G(&,8) = e 12 = nz:‘; n(!f) s" (11.2.1)

Obliczmy pochodng G(&, s) wzgledem &. Najpierw skorzystamy z drugiego cztonu
powyzszej rOwnosci

2 2 I H
G'(&,5) = 25 T3¢ = (11.2.2)
Teraz skorzystamy z trzeciego czltonu réwnosci (11.2.1)
= (8
/ _ n n
G'(&,s) = nzzo S (11.2.3)

Te dwa szeregi powinny by¢ sobie rowne. Aby to zachodzilo to wspdlczynniki przy
tych samych potegach s powinny by¢ sobie rowne. Stad mamy

2Hn—1(€> s" = H?Q(g) n
(n—1)! nl

(11.2.4)
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Po uproszczeniu tego wyrazenia dochodzimy do ponizszego wzoru
H/ (&) =2nH, 1(§). (11.2.5)
Stad obliczamy, ze
H,1(§) = (H,(8)) = (2nHp-1(8))" = 2n(Hn-1(£))" = 4n(n — 1) Hpo(§).
Pamietamy, ze rownanie Hermite’a jest postaci
H;(8) = 26H,,(§) + 2nH,(€) = 0
i podstawiamy do niego obliczone wyrazenia na pochodne H/ (§) 1 H)!(§) :
dn(n — 1)H,—2(&) — 282nH,,_1(€) + 2nH,(§) = 0. (11.2.6)
Dzielimy obustronnie przez 2n
2(n — 1)H, (&) — 26H,1(§) + H,(€) = 0. (11.2.7)
Po uporzadkowaniu dostajemy wzor rekurencyjny
Hy,(§) = 26Hp1(€) = 2(n — 1) Hp5(). (11.2.8)

Korzystajac z funkcji tworzacej wielomianu Hermite’a mozemy unormowaé¢ funkcje
wlasne oscylatora harmonicznego. 7 poprzednich rozwazan wiemy, ze sg one postaci

o2

z2
on(x) = Npe™ 2 Hy(ax).

7, warunku normalizacyjnego wiemy, ze

+o00
1= [ lpa(@)Pde = N2 [

— 00

+oo 2,2
e " H(ax)da, (11.2.9)

przy czym N2 = |N,|? z dokladnoscig do czynnika fazowego. Podstawiamy

1 mamy
N2 [+oo
1= e~& H2(£)de. (11.2.11)
« —0o0
Obliczmy pomocniczg catke
+00 9
/ € G(E, s)G(E, )¢, (11.2.12)
przy czym
00 H
G(&,s) = e 428 =% nl&) oo (11.2.13)

!
n—p -
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G, 1) = e V2 = io Hm('é)tm. (11.2.14)
m—0 m:

Najpierw skorzystajmy z przedstawienia funkcji tworzgcych w postaci sum

/+°° G, )G(E, 1)dE = /_m — io H 5 +Zoo A& pmge —

- n=0

ISP I A ACE MG

=2 2

I
n=0m=0 nm:

Teraz obliczamy ta sama catke, korzystajac z postaci wykladniczej funkcji tworzacych

+o0 2 +o0o 2 2 2
/ e € G(f, S)G(f,t)df — / o8 o H2sE +2t§d§ —

—00 —00

_ /+°° 6752732+25£ft2+2t5d€ _
— 0

mnozymy i dzielimy wyrazenie przez 2%t

+oo
_ / 24266124266 — 200425t 4 ¢ —

wyciggamy e2*! przed catke

+oo 2.2 2 .
_ 62575/ o€ S RE— P 2AE 20t g ¢ _

Korzystajac z wzoréw skroconego mnozenia, wiemy, ze
€2 4 5% — 28 + 17 — & + 25t = (£ — 5 — )7,

stad

S 628t /+OO 6_(§—S_t)2d§ _
Dokonajmy podstawienia

n=E—s—t=dyp=de
czyli mamy
+oo
= eQSt/ e dn = e¥tm ="

Wiemy, ze funkcja eksponencjalna zdefiniowana jest nastepujaco

skad dostajemy

2t8 +00 \/_Qntn n +00 +00 \/_Qntm n
= vy B S5 S -

n=0m=0
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Przyréwnujac te dwa wyniki, mamy

400 400 _nim +oo 400 400 ngm gn

nOmOn';'/ = 7;);0\/—275
skad o I
skad

—00

/ T € HL(€)Ho(£)AE = niy/72 6.

mn7

Wstawiajac powyzszy wynik do warunku normalizacyjnego, mamy

N2 [+ 2
1= e S H2(&)d¢ = nly/m2"
« —00

stad

[«
N, = .
nly/m2"

Unormowana funkcja wlasna odpowiadajgca wartosci wlasnej

E, = h; (2n+1)

jest postaci

o _&
gdzie
£ = ax,
. mw

Funkcje {1,(£)} tworzg zbiér ortonormalny, to znaczy

+oo
/ Un(ax )y (ax)dr = Gpp.

—0o0

Woéwcezas {p,(z)} réwniez tworzg zbiér ortonormalny, czyli

[ eula)onlade = b

Jest to réwnowazne zapisowi
{(@nlom) = dmn.

(11.2.15)

(11.2.16)

(11.2.17)

(11.2.18)

(11.2.19)

(11.2.20)

(11.2.21)

(11.2.22)

(11.2.23)

(11.2.24)



Rozdzial 12

Moment pedu

12.1 Moment pedu w mechanice kwantowej

Niech beda dane dwa wektory
7= (z,y,2), (12.1.1)

W mechanice klasycznej moment pedu zdefiniowany jest nastepujaca relacja

-

L=rxp=

g8 Dp
< Dp
w Qp

(12.1.3)

L = éi(yp. — 2py) + €5(2py — ap.) + €3(apy — yps) = La€; + Lyés + Loc3. (12.1.4)

Latwo sprawdzi¢, ze
LxL=0. (12.1.5)

PrzejdZzmy teraz do mechaniki kwantowej. Skladowe wektorow musimy zastgpic
operatorami. Schematycznie dla x-owej sktadowej mozemy to zapisaé¢ jako

rT—oT=ux (12.1.6)
Pz = Pz = —ih(,i. (12.1.7)

Orbitalny moment pedu mozemy zapisaé jako
L= (L. 1,1.) (12.1.8)

gdzie X

L, = 9p, — 2Dy, (12.1.9)
Ly = 2py — &p., (12.1.10)
L. = @py — Jpa- (12.1.11)
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Po podstawieniu jawnej postaci operatoréw, mamy

L, = —ih(yaaz - Zaay) (12.1.12)
L,= —m(zaax — x(,i) (12.1.13)
L,= —zh(xé(?y - yaax)' (12.1.14)
Obliczmy komutator [f/z, ﬁy], pamietajac, ze
(2, P:] = ih. (12.1.15)
Mamy o o o
L,, L, =L,L,— L,L, =
= (0P> — 2Dy) (2Ps — TP>) — (2P — 2P:) (9D — 2Py) =
= UDxiDz — YD:TD: — ZDyZDx + ZDyTPs—
—ZDaYPz + ZDa 2Py + TP2YPz — TP2ZDy
= D=2(UPz — Ty) + 2p=(PyT — Pal)) =
—p22L. + 2. L. = (—p.2 + 2p.) L. =
= —[p.,3|L. = ihL. =
= (L., L,) = ihL.. (12.1.16)
Analogicznie o )
Ly, L,] =ihL,, (12.1.17)
(L., L,) = ihL,. (12.1.18)
Uogdlniajac, mozemy zapisaé o )
[Li, L] = inLy, (12.1.19)

gdzie (1, j, k) oznacza dowolng, parzysta permutacje (z,y, z). Zatem, sktadowe mo-
mentu pedu nie komutujg ze soba. Mozemy udowodnié, ze

L x L=ihL (12.1.20)
.. ld a4
LxL=|L, L, L,|=
L, L, L,
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Wynik, ktéry otrzymalidémy jest rézny od analogicznego wyniku w mechanice klasy-
cznej.

Zajmijmy sie teraz operatorem kwadratu momenty pedu L?

gl

P=L2+ L2+ 12 (12.1.21)

TR
. [\
~
8

Obliczmy komutator |

Pierwszy z komutatoréw, co tatwo sprawdzié, jest rowny zeru, a pozostate rozpisu-
jemy i mamy

>

Whiosek:
L ,L]=0, i=umy,z (12.1.22)

22 .
a wiec operatory L i L; maja wspolne funkcje wiasne.

12.2 Moment pedu jako generator obrotéow infi-
nityzymalnych

Niech bedzie dana czastka z wektorem wodzgcym 7° opisywana przez funkcje falows,
1 nalezaca do przestrzeni Hilberta H. Niech ponadto R oznacza obrét w przestrzeni.
Mozemy wprowadzi¢ transformacje (operator) obrotu Ug

Urtp = o (12.2.1)
Zakladamy, ze jest to operator unitarny, to znaczy
UpUf = UjiUp = 1. (12.2.2)

Operacja Ur zachowuje norme i w tym wypadku zachowuje tez iloczyn skalarny, co
mozna prosto wykazac

(W'|¢) = (Urt|Urt) = (G|ULURY) = ([)). (12.2.3)
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Zalozmy, ze wartosé¢ srednia pewnej obserwabli w danym stanie jest réwna wartosci
sredniej po obrocie

(A) = (A (12.2.4)

czyli R )
(V][AY) = ('|AY). (12.2.5)

Zatem wolno nam napisaé
WAY) = (Upp|AUr) = (Ur|AUpt) = (WU AUry), (12.2.6)
co powinno byé réwne (1p|Avp). Stad dostajemy
A=Ut AUy (12.2.7)
Dzialamy na obie strony prawostronnie operatorem U}t
AUE = U5 AURUE . (12.2.8)
Korzystajac z unitarnoéci operatora Ug, mamy
AUE = U A (12.2.9)
Teraz dzialamy na obie strony lewostronnie operatorem Ug
UrAUS = UpUL A’ (12.2.10)
Po ponownym skorzystaniu z unitarnosci operatora Ur dochodzimy do wzoru
UrAUS = A’ (12.2.11)
Wstawmy zamiast operatora A operator Hamiltona H
UrHUY = H'. (12.2.12)

W przypadku gdy przestrzen jest izotropowa (w wielu przypadkach, np. atom w
polach, przestrzen nie jest izotropowa), to hamiltonian H jest stalty wzgledem obrotu,
czyli

H=H, (12.2.13)
dlatego wolno nam napisac o A
UrHU = H. (12.2.14)
Dzialamy na obie strony powyzszego wyrazenia prawostronnie operatorem Ug.
UrHUUg = HUR (12.2.15)
i mamy o o
UrH = HUg. (12.2.16)

Przenosimy wszystko na lewa strone

UgH — HUR = 0 (12.2.17)
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czyli
[Ugr, H] = 0. (12.2.18)

Wréémy do naszej czastki opisywanej funkejg falows ¢ = 1 (7) nalezgca do przestrzeni
L2

() = (), (12.2.19)
gdzie R reprezentuje obrét w przestrzeni i

RF =7". (12.2.20)

Wybierzmy os obrotu jako o$ Z. Dokonajmy obrotu o bardzo maly kat da. Niech d
oznacza rzut wektora wodzacego na plaszczyzne XY przed obrotem,
a d — rzut po obrocie, tak jak pokazano na ponizszym rysunku.

Y A

d/

O

Rys.2 Obrét o kat infinityzymalnie male.

Zalézmy, ponadto ze dokonujemy tylko obrotu (brak translacji), czyli

d=d. (12.2.21)
Woéwezas przed obrotem
x = dcosq, (12.2.22)
y = dsina, (12.2.23)
a po obrocie
' = dcos(a + da) (12.2.24)
y' = dsin(a + da). (12.2.25)

Rozwinmy ' i iy’ w szereg Taylora w punkcie @ z dokladnoscig do drugiego wyrazu

' =dcosa — ddasin o (12.2.26)

Y = dsina + dda cos a, (12.2.27)
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co zgodnie z (12.2.22) i (12.2.23) daje sie zapisa¢ jako
¥ =x—day

y =y +dax
Z =z

Dzieki temu mozemy zapisa¢ transformacje R jako

r — x—day,
R:$ y — y+daz,
z — z.

(12.2.28)

(12.2.29)
(12.2.30)

(12.2.31)

Aby otrzymaé transformacje odwrotng, R~ wystarczy przejéé z da do —da

da — —da,

r — x4+ day,
R': !y — y—iar,

z — z.
Poniewaz
Rr=71",
stad
=R
Pamietamy, ze
(0 ,(_)/) = ¢(F),

czyli
U (F') = Y(R7IT).

Ta wlasnos¢ musi zachodzi¢ dla wszystkich 7/, czyli réwniez dla 7/ = 7.

)/ (F) = (R
Pamietajac rowniez, ze X
¥ '(7) = Ury(7)
otrzymujemy X
v (F) = O(R7'F) = Upd ().
Skorzystajmy z jawnej postaci przeksztalcenia R™!
V(R™F) = (z + day,y — dax, 2) = "

Rozwinmy to wyrazenie w szereg Taylora z dokladnoscig do da

o o

(12.2.32)

(12.2.33)

(12.2.34)

(12.2.35)

(12.2.36)

(12.2.37)

o=(x,y, 2) + day— — dax— = [f—l—éa (yi—x)] (x,y,2) ="

ox Jy



ROZDZIAL 12. MOMENT PEDU 77

Korzystamy z faktu, ze

skad
= (I—- %(50@2)?&,
i to powinno by¢ rowne U rU(T). Mozemy teraz zapisaé, ze
Ur = Uy, (60), (12.2.38)
gdzie A
N ~ ) ~
Us,(6a) =1 — ﬁéoc[% (12.2.39)

co oznacza obrét wokdt osi Z o da. Analogicznie

0. (6a) = 1 — %50@, (12.2.40)
0., (6a) = I - %mﬁy. (12.2.41)

Dla dowolnego kierunku opisywanego wersorem 7. mamy

U (00) = I — S50t L (12.2.42)

czyli moment pedu L jest generatorem infinityzymalnych (bardzo matych) obrotéw.

12.3 Wartosci wlasne i funkcje wlasne (funkcje
kuliste)

Zalézmy, jak we wezesniejszych rozwazaniach, ze operator Hamiltona H jest niezmien-
niczy wzgledem obrotu, czyli

H=H'
Dalsze rozwazania bedziemy prowadzi¢ w ukladzie wspoétrzednych sferycznych. Przejscie

z uktadu kartezjanskiego do sferycznego dokonujemy przy pomocy nastepujacych
WZOTOW.

x = rsindcos g, (12.3.1)
y = rsindsin p, (12.3.2)
z =rcosd, (12.3.3)
gdzie
0<p<2n (12.3.4)

0<d<nr (12.3.5)
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0<r<+oo.

Po przejsciu dostajemy ponizsze wzory

L,=—ih—

2
z2:_n2( L0 ng 0y 10 )

sin ¥ 0 09 + sir121‘}87<p2
Zapiszmy teraz réwnanie wlasne dla operatora L..
L.®(p) = mhd(p).

We wspoétrzednych sferycznych przyjmuje ono postaé

—ih(;p@(ga) = mh®(p).

Po uproszczeniu dostajemy réwnanie rézniczkowe

0

%@(90) — im®(p) =0,

ktorego rozwigzaniem jest funkcja
D(p) = Ae'™?.

Ze wzgledu na okresowos¢

elmy — ezm(<,0—&—27r)7

stad .
6zm27r — ]_7
czyli
cos(2mm) + isin(2mm) = 1,

a stad wynika, ze
m=0,+1,£2,...

(12.3.6)

(12.3.7)

(12.3.8)

(12.3.9)

(12.3.10)

(12.3.11)

(12.3.12)

czyli wystepuje tu zjawisko kwantowania i wartosci wiasne mh sg dyskretne. Wartos¢
wspélezynnika A (z doktadnoscig do czynnika fazowego) mozemy obliczy¢ z warunku

normalizacyjnego

21 . . 2
1 = (D|D) :/0 |A|Pe M ™edp = \A|2/0 dp =

1
=1=2nAP=> A= —.

V2r

Funkcja wiasna operatora L, jest postaci

Do) = \/127

em m=0,+1,+2,...

(12.3.13)

(12.3.14)

(12.3.15)
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Udowodnijmy, ze funkcje wilasne tworzg zbior ortonormalny. Aby tego dowiesc,
wystarczy wykazaé, ze dla n # m mamy (®,|®,,) =0

1 2r
/ ez(m—n)ﬂd(p _
0

~or

@00} = [ 800001

1 1 .
_ ez(mfn)go’gw = 0.

" 2mi(m —n)

Zbiér powyzszych funkeji wlasnych {@,, } =0 £1, 10, jest zbiorem zupelnym, to znaczy,
ze dowolng funkcje f zmiennej ¢ na przedziale [0, 27) mozna rozwingé w tej bazie.

)= > an®u(e) (12.3.16)

m=0,£1,42,...

Zapisujac to w notacji Diraca

|f> - Z am|q)m>a

m=0,+1,42,...

dzialajac na obie strony bra (®,|

(Dn|f) = Z U (P | Prr ),

m=0,+1,42,...

i korzystajac z ortonormalnosci bazy mamy

<q)n|f> = Z am(smn =

m=0,£1,£2,...
= ap = <¢)n|f>7
czyli
2T
an = (@nlf) = [ @1 ()dp (12:3.17)
Wstawiamy to do wzoru (12.3.16) i mamy

fO= Y antale) =X [ ) ()Ba(e)de =

m=0,+1,£2,...

_ /j“z@;(sa')fw')@m(so)d@'.

Stad wynika, ze
05 ()Pmlp) = 0 — ) (12.3.18)

Powyzsze wyrazenie znane jest pod nazwsg relacji domkniecia.
Zajmijmy sie teraz operatorem kwadratu momentu pedu L?. Zapiszmy odpowiadajace
mu roéwnanie wiasne.

LPY (0, 0) = AR2Y (¥, ). (12.3.19)
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Poniewaz, jak wykazaliémy wczesniej, operatory L,ilL? komutujg ze sobg, to przy
braku degeneracji majg takie same funkcje wlasne. Stad funkcja wlasna operatora
L? jest rowna, z dokladnoscia do statej, funkcji wlasnej operatora L, Wymnozonej
przez czesé zalezng od kata 1

YVim(¥, ) = € (0)Orm (V). (12.3.20)

Wstawiajac jawng postac¢ operatora kwadratu momentu pedu L? we wspotrzednych
sferycznych do rownania wlasnego, mamy

—rﬂ(l o 0 1 &P

Slnﬁ% Slnﬁaﬁ SIHQ"&agOQ) qu(QO)GA,m(ﬁ) =

= A2®,,, () O m (V). (12.3.21)

Po uporzadkowaniu dochodzimy do postaci

(18 0 1 02

sin 9 8719 Sll’l’&% San 198@2> q)m<¢)®A,m(19) =

= =D, (¢)Oxm (V). (12.3.22)
Korzystajac z
1 )
q)m — imy
W=
wiemy, ze
0? o) 1 1.
(I)m — . imeN _ (s 2 mep
g ) = g e = ) e

= _mQCI)m(()D)a

dlatego wolno nam zapisa¢ rownanie wlasne w nieco zmienionej postaci

1 0 . o m2
(Sinﬁaﬁ 811“9379 - M) D, (0)Orm(V) =

= AP, () O (V). (12.3.23)

Poniewaz nigdzie nie ma juz rézniczkowania po ¢, wolno nam podzieli¢ obie strony
przez ©,,(¢)

1 0 0 m?
V= — —— m(¥) =
(sinﬁ@ﬁ S5 sm219> Om ()
= =0 (V). (12.3.24)
Przenosimy wszystko na lews strone
1 0 0 m?

S () 50 m(ﬁ)%@’\’m(ﬁ) — MGAM(&)—F

+A0 (V) = 0. (12.3.25)
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Po uporzadkowaniu dostajemy

1 0 0 m?
sin(d )%sm( )819@)‘m(19> + </\ — sin2(19)> Oxm (V) = 0. (12.3.26)
Dokonajmy podstawienia
w = cos(V) (12.3.27)
i niech
Oxm (V) = Fym(w). (12.3.28)
Obliczmy potrzebne nam pochodne
d dw d . d
%@)\Jn(ﬁ) = %%F)\,m(W) = — Sln(ﬁ)%F)“m(Uo (12329)
1 0 0 1 0 d
il - _ il ; R —
sin() a9 W) g Orm V) = = gy g S0 sin(@) G (w)
1 0 ., d 1 dw d . 2 d
= — —F = - —F —
sin(0) 9U sin™(9) dw (W) ~ sin(¥) dY dw S (ﬁ)dw Am(®)
I d ., d d ., d L
= Sn(d) Sm(ﬂ)dw sin (ﬂ)dwFA’m@j) T sin (ﬁ)dwF’\’m(w) =
Wiemy, ze
sin?(¥) = 1 — cos*(¥) = 1 — w?, (12.3.30)
stad
d d d d?
1 —w*)—F = 2w—F 1— F . (12.3.31
= (1= ) Fn(w) = 2 Fyp(w) + (1= w?) 7 Fy(w). (12.3.31)

Podstawiamy to do rownania i mamy

m?

(1-— wQ)F)’\'ym(w) — 2wF)’\7m(w) + ()\ R

) Fym(w) = 0. (12.3.32)

Jezeli m = 0, dostajemy tak zwane réwnanie Lagrange’a
(1 —w?)FY,,(w) = 2wFy . (w) + AF)m(w) =0, (12.3.33)

poniewaz w = cos(¥) 10 <9 <7 to -1 <w < 1. W tym przedziale réwnanie nie
ma punktéw osobliwych. Aby rozwigzac to réwnanie, postuzymy sie metoda, ktérej
uzywaliSmy przy rozwigzywaniu rownania Hermite’a. Zaldézmy, ze rozwigzanie ma
postaé szeregu

“+oo
F=Y gu* (12.3.34)

a stad
+o0
=Y ket (12.3.35)
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Z k(k — 1)cpwh2. (12.3.36)

Wstawiamy to do réwnania

Zk —1ckw Zk —1ckw—22kckw+

k=0
+o00o
Z Aepw® = 0.
k=0
Mozemy to zapisa¢ jako
+00
Z k(k — 1w = > (k(k — 1) + 2k — A)epw® = 0. (12.3.37)
k=0
Zauwazmy, ze
k(k—1)+2k=Fk —k+2k=k +k=k(k+1), (12.3.38)
a stad nasze réwnanie przyjmuje postac
+oo
Z k(k — 1w = > (k(k 4+ 1) — N)epw® = 0. (12.3.39)
k=0

Przechodzac, tak jak przy réwnaniu Hermite’a, z k do k 4+ 2 w pierwszym czlonie,
mamy

+00 too

STk +2)(k + 1)eppow® = > (k(k +1) — N)epw® = 0. (12.3.40)

k=0 k=0

Wciaggajac wszystko pod jedna, wspolng sume, mamy

+f[(kr +2)(k + Degsow® — (k(k + 1) = Nepw'] = 0, (12.3.41)
czyli
f[(’f +2)(k + Dcgsn — (k(k +1) = NegJw = 0. (12.3.42)

Korzystajac z powyzszego wyrazenia, mozemy napisa¢ wzor rekurencyjny

k(k+1) — A
k+D)k+2)"

Chin = (12.3.43)

Dla w = 1 mamy

400
F=Y ¢. (12.3.44)
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Kiedy k jest bardzo duze, to

Ck+2 k
—_— =k 12.3.4
. Y — 400, (12.3.45)

poniewaz wolno nam wtedy pominac¢ .
Rozwazmy szereg

> =, (12.3.46)

ktoéry jest szeregiem rozbieznym. Stosunek wyrazu n + 2-go do n-tego wynosi

Tn+2 n
= . 12.3.47
Tn n—+ 2 ( )
Stad mozemy stwierdzi¢, ze nasza funkcja F' rowniez jest szeregiem rozbieznym, czyli
funkcja falowa jest nieskonczona. Dlatego musimy urwaé¢ sumowanie na pewnym
wyrazie. Niech istnieje liczba calkowita dodatnia [ taka, ze ¢, 0 = 0. Wtedy

I0+1)— A
0= T2 12.3.48
I+ +2)° ( )
a stad
(l+1)—A=0= (12.3.49)
=A=I(l+1), 1=0,1,2,3,... (12.3.50)

w koncu otrzymujemy dyskretne wartosci wtasne operatora L2 postaci
M =114+ 1R 1=0,1,2,3,... (12.3.51)
Wolno nam tez zamieni¢ oznaczenia
m=0, Fyn(w)=Fn,w). (12.3.52)
Dla m = 0 nasza funkcja Fjo(w) jest proporcjonalna do wielomianu Legendre’a
Fio(w) ~ P(w). (12.3.53)
Wielomiany Legendre’a zdefiniowane sa wzorem Rodriguesa

1 d

P(w) = ﬁw(w — 14 (12.3.54)

Wypiszmy kilka pierwszych wielomianéw Legendre’a

Pfw) = S(3u” ~ 1),
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Mozna sprawdzi¢, ze

A1) =1
dla dowolnego .
Ponadto . ol 4 1
[1 B(w)f)l/( )dw = 5l N
Stad mozemy znalez¢ unormowang funkcje £ o(w)
Fio(w) = | 57 Pi(w)
Lo\W) = A+ 1 1wy,

gdyz
+1
/71 Fio(w)Fyo(w)dw = .

Funkcja wlasna operatora L2dlam=0 jest postaci

Yio(9, ) = O1,0(F)Po ().
Poniewaz .
Po(p) = Ev
wiec
Yio(, ) = | 57 Pilcos(®)).

(12.3.55)

(12.3.56)

(12.3.57)

(12.3.58)

(12.3.59)

(12.3.60)

(12.3.61)

Wielomiany Legendre’a {Fj(w) }i—o 1,... tworza zbidr zupelny na przedziale [—1, 1], to
znaczy, ze dowolng funkcje na tym przedziale mozemy rozwina¢ w bazie wielomianéw

Legendre’a
+oo
— Y aPw), wel-11]
1=0
Zapiszmy to rozwiniecie w notacji Diraca
+o0
1f) =2 alR).

=0

(12.3.62)

(12.3.63)

Aby wyznaczy¢ wspotezynniki a;, dzialamy na obie strony powyzszego wyrazenia

bra (Py| i mamy

“+oo
(Pe|f) = ai(Pv|P),
1=0
czyli
= 21 —i— 1
(Pr|f) = Z ay
stad
¢ 2
ay = (Pl f)-

2041

(12.3.64)

(12.3.65)

(12.3.66)
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Ostatecznie mamy

2 +1
a“= 5 /_ R f(u)du! (12.3.67)
Wstawiamy ten wzér do rozwiniecia i dostajemy
= 2 + / / /
fw) =Y 5 [ R@)f)dw Aw) (12.3.68)

=0

Po uporzadkowaniu wyrazéw mamy

+1 (T2 9
fwy = [ (g QZHPZ(w')Pl(w)) Fluf)du. (12.3.69

Z ostatniego wzoru wynika, ze

+o0 2

> spp g ) Rw) = 3w — w). (12.3.70)

Jest to tzw. relacja domkniecia (relacja zupetnosci).
Wréémy do naszego réwnania, ale tym razem rozwazmy dowolne m, niekoniecznie

rowne zeru.

m2

11— w?
Wiedzac, ze wartosci wlasne zalezg tylko od wartosci [, a nie zalezg od m (czyli sg
takie same dla m = 0 i m # 0) skorzystajmy z tego, ze

(1— w2)F;fm —2wFy ,,, + (A

)F\m = 0.

A=1(1+1)

1 mamy
m2
(1—wHE/ —2wF/, +({(+1)— ﬁ)Fl,m =0. (12.3.71)
’ ’ —w
7 rozwigzania Lagrange’a wiemy, ze rozwigzanie tego rownania jest proporcjonalne
do stowarzyszonej funkcji Legendre’a
Fim(w) ~ P/™(w), m >0 (12.3.72)
gdzie
m=—l,—l+1,...,—1,0,1,....,1. (12.3.73)

Dla danego m mamy 2! + 1 stowarzyszonych funkcji Legendre’a. Stowarzyszone
funkcje Legendre’a mozemy wyznaczy¢ za pomocs ponizszego wzoru

Pllml(w) = (1 . /LUQ)L;” dml

i Pilw). (12.3.74)

Podsumowujac
OLm (V) ~ P™ (cos ), (12.3.75)
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a stad
Vi (0 0) = O (9) @ () (12.3.76)

Vim0, 9) = (~1)"Yi (0, ) (123.77)

gdzie Y}, sa to funkcje kuliste. Warunek normalizacyjny dla funkcji Y;,,,(9, ) jest
postaci

/ Y (9, 0) Vi (9, 0)dw = 810 8m (12.3.78)
4 ’

gdzie dw oznacza kat brylowy zdefiniowany ponizsza relacjg
dw = d cos¥de. (12.3.79)

Ostatecznie mozemy zapisa¢ réwnanie wlasne operatora 12
LY} (0, @) = RA(L+ 1)Y,n(0, @), (12.3.80)

gdzie Y, (9, ¢) jest funkcja wlasng odpowiadajaca wartosci whasnej I(I + 1)A>.
Wartosci wlasne wykazuja (21 + 1)-krotng degeneracje ze wzgledu na m, przy czym
stopien degeneracji definiujemy jako iloé¢ liniowo niezaleznych funkcji wiasnych
odpowiadajacych tej samej wartosci wlasnej.

12.4 Sztywny rotator

Rotatorem sztywnym nazywamy ciato, ktére porusza sie po powierzchni sfery o
ustalonej srednicy. Niech to cialo ma mase p i niech porusza sie po powierzchni
sfery o promieniu a. Aby znalezé rozwigzanie tego problemu, musimy rozwigzac
niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera

H(9,¢) = B9, ).

Poniewaz, nie ma zadnego potencjalu, to Hamiltonian sklada sie z samego tylko
operatora odpowiadajgcego energii kinetycznej.

V=0=H=T (12.4.1)
. P2 72
I SRR v (12.4.2)
20 21
gdzie R
p=—ihV.
Wiemy, ze
2 2 2
a0 0

~ 2 T ag T o
Przechodzac do wspotrzednych sferycznych, mamy
190 ,0 1 0 0 1 02

2 — A = —_— —— i '197 a o°
v r2or or * r2smd a0 99 * 72 sin? 1) D2
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7 poprzedniego rozdziatu wiemy, ze

. 1 0 0 1 02
2 _ 42 O in g
L7=—h (sinﬁ@ﬁ Smﬁ@ﬁ—i_sinzﬁ@go?)’

wiec wolno nam napisaé

19,0 L?
2_pA==-p09% 12.4.3
v r2or or R2r2’ ( )
a stad
R (10 ,0 I 19 ,0 I
o (L9209 _ 9,29 . 12.4.4
241 (7"2 ar or h2r2> 2 r? ar or + 2412 ( )

7, zalozenia wiemy, ze u nas r = a = const, czyli w funkcji wlasnej nie ma zaleznosci
od r, a zatem pierwszy czlon w Hamiltonianie réwny jest zeru.

R R ﬁz E2
H=T= 2na? = 3T (12.4.5)

gdzie I = pa® oznacza znany z mechaniki klasycznej moment bezwladnogci. Réwnanie
Schrodingera

[:[w(ﬁv SO) = E@Z)(ﬁ’ 90)

dla tego problemu przyjmuje postac

~

2

CU(0.9) = BU(D, ). (12.4.6)

Pamietajac zagadnienie wlasne operatora L?
LYy (9, 0) = U1+ DY (9, 0),
wnioskujemy, ze wartosci (energie) wlasne rotatora sztywnego beds postaci

I(1+1)R°
E=——"" 12.4.
l 27 ) ( 7)

przy czym zaleza one tylko od [, a nie zaleza od m. Odpowiadajace im funkcje
wlasne natomiast beda postaci

(W, 0) =Yim(d,9), 1=0,1,2,...., m=-l,...,1L (12.4.8)

Wypiszmy kilka pierwszych wartosci (energii) wlasnych i odpowiadajace im funkcje
wiasne.
l=0= FEy= }/070(19, (p)

W tym przypadku nie wystepuje degeneracja, a Fy oznacza energie stanu podsta-
wowego
}/1,—1(197 90)
l=1= E = Yio(d,9)
le,l(ﬁ? )
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W tym przypadku mamy degeneracje tréjkrotng.

a w tym pieciokrotng.
Dla [-tego poziomu energetycznego mamy (2/ + 1)-krotng degeneracje.

12.5 Widmo pasmowe czasteczki dwuatomowej

Wyrazenie opisujace wartosci wlasne hamiltonianu rotatora sztywnego moga by¢
uzyte do aproksymowania rotacyjnych pozioméw energetycznych czasteczki dwu-
atomowej. W pierwszym przyblizeniu wolno nam zalozy¢ (ignorujac ruch oscyla-
cyjny czasteczki), ze jest ona rodzajem sztywnego rotatora skladajgcego sie z dwéch
atoméw A 1 B znajdujacych sie w stalej odleglosci rg od siebie. Hamiltonian, tak
jak dla rotatora sztywnego, bedzie rowny operatorowi energii kinetycznej i bedzie
dany wzorem A

A A L?

H=T= 5T
gdzie I oznacza moment bezwladnosci czasteczki. Poniewaz jednak atomy A i B
w ogolnosci majg rézne masy, odpowiednio M, i Mpg, wiec znajduja sie w réznych
odlegtosciach od srodka masy odpowiednio 74 i rg. Zatem moment bezwladnosci 1
mozemy zapisaé jako

(12.5.1)

I = Mar3 + Mpry, = urg, (12.5.2)
gdzie
MM
=228 (12.5.3)
My + Mp

jest masg zredukowang. Rotacyjne poziomy energetyczne mozemy wyrazi¢ wzorem

h?
E=—Il(l+1), 1=0,1,2,... (12.5.4)

21
Przykladowo wartosc¢ g—j w najnizszym stanie elektronowym molekuty HCI jest réwna

w przyblizeniu 1.3 - 1072 eV. Poziomy odpowiadajace przejéciom pomiedzy kole-
jnym wartosciami [ leza na tyle blisko siebie, ze w praktyce dostajemy widmo ciagle
(pasmowe). W rzeczywistosci czyste widma rotacyjne tego rodzaju leza w rejonie
podczerwieni i mikrofal. W ogdélnym przypadku, aby uzyska¢ w miare prawdziwe
poziomy energetyczne czasteczki, musimy rozwazy¢ jej rotacje, oscylacje (tzn. oscy-
lacyjne zmiany odlegtosci pomiedzy atomami) i jej konfiguracje elektronows.



Rozdzial 13

Atom wodoru

13.1 Wartosci wlasne i funkcje wlasne. Wielomia-
ny Laguerre’a.

Najprostszym atomem jest atom wodoru. Zbudowany on jest z jadra atomowego,
wokot ktorego krazy elektron. Jak wiadomo masa elektronu m, jest duzo mniejsza
od masy jadra atomowego m;. Wprowadzmy, znang z zagadnienia dwoch cial z
mechaniki klasycznej, mase zredukowang u:

m;me

= X m,. 13.1.1
m= o =M ( )
Zapiszmy Hamiltonian dla tego problemu
~2
3 p
H="—++V
przy czym
VA 2
Vi) = -2, (13.1.2)
r

gdzie —e oznacza ladunek elementarny, a +Ze jest tadunkiem jadra.
Operator p? we wspéhrzednych sferycznych jest postaci

b= r20r Or  r?sind 9V 99 r?sind 0p?
lub )
10 ,0 L
2= —h? (=2 ) 13.1.
b h <r2 or or h2r2> (13.1.3)

Teraz mozemy zapisa¢ niezalezne od czasu rownanie Schrodingera
HV = EV

w jawnej postaci we wspotrzednych sferycznych

(10 ,0 L? Ze?
S s | - — = . 13.1.4
[ 2u (7“2 87‘T or h2r2> r ]@(T’ﬁ’gp) EY(r,v, ) (13.14)

89
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Wezesniej wykazaliSmy, ze o
[L* H] =0,

czyli te operatory beda miaty wspodlne funkcje wiasne. Dlatego postulujemy, ze

Podstawiamy to do rownania Schrédingera i mamy

(10 ,0 L? Ze?
[_2#& (7“287”70 o W) - r} R(r)Yim(V,¢) = ER(r)Y,m(¥,¢). (13.1.6)

iZ
h2r2”

Rézniczkowanie po 9 i po ¢ wystepuje tylko w czlonie Zadzialajmy nim na

R(r)Yim (0, ¢):

L? R(r)
WR(T)Yl,m(ﬁa p) = 72,2

=D )Y (9, ). (13.1.7)

r2

Ym0, 9) = 2O R0 4 1Ym0, ) =

K22

Wstawiamy to do réwnania Schrodingera

l h2<1 o ,0 l(l+1)>_Z€2

_ﬂ ﬁar E - 7"2 r ] R(r>}/l,m(197 80) = ER(T))/l,m(ﬁ?gO) (]‘318)

Poniewaz nie wystepuje juz rézniczkowanie po ¢ i po ¢ to wolno nam podzieli¢ nasze
réwnanie obustronnie przez Y, (¢, ¢):

P (1d ,d I1+1)\ Ze B
[_2;& (ﬂdﬁ 4 >_ - ]R(r)—ER(r). (13.1.9)

Otrzymane przez nas réwnanie to tak zwane rownanie radialne.
Dokonajmy podstawienia

= U(r) =rR(r). (13.1.10)
W celu unikniecia nieoznaczonosci musimy zalozy¢, ze
r=0=U(r)=0. (13.1.11)

Dokonajmy przejscia z R(r) do U(r) w pierwszym czlonie réwnania

Ldodpy_1d,dU0) _1d, (U U _
r2dr drR(T) T 2dr dr v r2dr r r2 |
= o GU') = U) = (U () +1U"(r) = V') = rU"(r) =
_TQdTT r r = r)+rU"(r r —TZT r) =

Ur) 1 P

u(r),

r r dr?
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a wiec

1d ,d U'(r)y 1 d?
_— —R = = ——
72 drr dr (r) r r dr?

Wstawiamy to do réwnania Schrodingera

U(r). (13.1.12)

n? d? I+ DR*U(r)  Ze*U(r) Ul(r)
————=U — =F . 13.1.13
2ur dr? (r)+ 2pur? r roor r ( )
Mnozymy obie strony przez r
n? d? I(1+1)R? Ze?
—-————=U ———U(r) — — —F =0. 13.1.14
32U (1) U = SEU ()~ BUG) =0 (13.1.14)
Teraz mnozymy obie strony przez —%—’5
d> I(1+1) 2uZe? 2uE
Whprowadzmy potencjat efektywny Vess(r)
2uze?  1(l+1)

Vers(r) = == =+ =5, (13.1.16)
gdzie l(%l) to tak zwana bariera odsrodkowa (por. rys. na tej stronie). Po uwzglednieniu
potencjatu efektywnego rownanie Schrodingera przyjmuje postaé

d? ~

WU(T) + (B — Vegp(r)U(r) = 0, (13.1.17)
gdzie F = Qg‘f . Energia atomu nie moze by¢ wieksza od zera, gdyz wtedy nie mamy
stanow zwigzanych.

Vers(r)

Rys. 3 Potencjal efektywny
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Zajmijmy sie teraz rozwigzaniem réwnania radialnego (13.1.13)

n? d? I(1+1)h*  Ze?

- F =0.
2412 r JU(r) =0

. . ’ . . 1
Mnozymy powyzsze rGwnanie obustronnie przez ;5

n* d? I+ 1DR*  Ze 1
— — — = = 13.1.1
spa M+ DU =0 (13.1.18)

SuFEr? 4FEr
Dokonajmy podstawienia

Suk
p= —%r. (13.1.19)
Minus pod pierwiastkiem nie powoduje zadnych probleméw, bo rozwazamy stany
zwigzane, czyli £ < 0. Jesli r > 0, to rowniez p > 0. Korzystajac z podstawienia,

mozemy napisac, ze

8k 1 n? o1
2 _ _ 2 5 - = . 13.1.2
v = 2 SE 12 (13.1.20)
Obliczmy potrzebne nam rézniczki
d dpd Suk d
— =P = — 13.1.21
dr  drdp h? dp’ ( )
d? d d 8ukE d SuE d Suk d?
B R /= — == —. 13.1.22
dr?  drdr \/ K2 dp ) R dp? ( )
Oznaczmy
U(r)=U(p). (13.1.23)

Zwréémy uwage, ze U(r) i U(p) sg w istocie réznymi funkcjami, oznaczonymi dla
wygody tg sama literg. Wstawmy obliczone powyzej rézniczki do réwnania (13.1.18),
otrzymamy

d? (l+1) Ze* | 8uE1 1
— — — — - — - =0. 13.1.24

Wprowadzmy oznaczenie
| SukE Ze?
== 13.1.2
A Y (13.1.25)

Wtedy nasze réwnanie przyjmuje postac

d? (+1 x 1
—U — ———-)U(p) =0. 13.1.26
0 (p) + ( ot U (P) ( )
Rozwazmy przypadki graniczne. Najpierw niech p — +o0o. Wowczas wyrazy, w
ktérych pojawia sie p~1 i p~2 mozemy pomingé, gdyz daza one do zera dla bardzo
duzych p, i nasze rownanie przyjmuje postac
L i) - L) =0 (13.1.27)
0 p)—4U)=0. 1.
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Rozwigzanie jest postaci
U(p) = Che? 4 Coe™%. (13.1.28)

Czlonu €% nie mozna unormowac i ze wzgledéw fizycznych go pomijamy. Stad z
doktadnoscia do stalej mamy
Ulp) =e 2, (13.1.29)

ostatecznie
p—4o0=U(p) — e 2. (13.1.30)

Teraz rozwazmy p — 0. Czlon w ktérym wystepuje p~2 roénie na tyle szybko dla
bardzo malych p, ze pozostale wyrazy mozemy pominaé¢. Nasze rownanie przyjmuje
postac

d? I(1+1)

—U(p) — =

dp p
Postulujemy, ze rozwigzanie jest postaci wielomianu, ale poniewaz p << 1 to wystar-
czy rozwazy¢ tylko wyraz przy najnizszej potedze w wielomianie, gdyz pozostale sg
znacznie mniej znaczgce. Stad mamy

U(p) = 0. (13.1.31)

U(p) = ap®. (13.1.32)
Obliczmy potrzebne nam pochodne.
U'(p) = asp®™* (13.1.33)

U"(p) = as(s — 1)p* 2. (13.1.34)

Podstawiamy to do rownania i dostajemy
as(s —1)p* 2 —1(1+1)p* = 0. (13.1.35)

Stad mamy réwnanie kwadratowe ze wzgledu na s

s(s—1)=11+1). (13.1.36)
Po rozwigzaniu otrzymujemy
s=—l lub s=1+1, (13.1.37)
co daje nam
Ulp)=p"' lub U(p) = p'* (13.1.38)

Pamietajac zalozenia robione przy podstawieniu
p=0=U(p)=0 (13.1.39)

mozemy wyeliminowaé rozwigzanie U(p) = p~!, ktére powyzszego warunku nigdy
nie spelni. W koncu
p—0=U(p) — p™. (13.1.40)
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Wréémy teraz do naszego réwnania dla dowolnego p. Postulujemy, ze rozwigzanie
jest postaci

Ulp) = e 2" g(p), (13.1.41)
gdzie
400
9(p) = ap”. (13.1.42)
k=0
Mamy
+o0
Ulp) = e 2> epp™t. (13.1.43)
k=0
Obliczamy pochodne
/ _ _l PR k+1+1 VRS K+l
Ulp)=—z¢e2) cpp +e 2 alk+1+1)p (13.1.44)
2 5 k=0
" - 1 —£ = E+l+1 1 -2 = k+1
U'(p)=~e"2) cpp e 2y cpk+1+1)p""+
S 2 i
1, X p X
—5¢7? Sk +1+ D) e 2N ek + 1+ 1)(k+1)pF (13.1.45)
k=0 k=0

Wstawiamy to do rownania (13.1.26) i mamy

1 +oo +oo
Ze% S et = e E S ok 1+ 1)
k=0 k=0

+oo “+o0o
Fe 8y ek I H D) (E+ D — e+ 1) Y et
k=0 k=0

400 1 ™
A2 Y et = emE Y ot =0, (13.1.46)

k=0 4 k=0
Po uproszczeniu dochodzimy do réwnania

+00 +oo
SA—k—1-Deap ™+ al(k+1+1)(k+1) =11+ 1))p"" " =0. (13.1.47)
k=0 k=0

Mozemy zwing¢ wyrazy w drugim czlonie

(k+14+10)(k+1)—1(1+1) = K +2kl+ P +k+1—1—1 =K +2kl+k = k(k+20+1)

(13.1.48)
1 mamy
400 +o00
SA—k—1—Depp™ + > pk(k + 20+ 1)p" 1 = 0.
k=0 k=0

Podobnie jak przy oscylatorze harmonicznym i kwadracie momentu pedu, prze-
chodzimy z k do k + 1 w drugim czlonie i dostajemy
+oo

SNIA—k—1—=1cp + (k+1)(k+ 20+ 2)cp1)p" " = 0. (13.1.49)
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Stad mozemy otrzymacé¢ wzor na wspoélezynniki cy

S s
T D) (k4204 2)

(13.1.50)

Sa to wspélezynniki wielomianu Laguerre’a, a zatem g(p) jest wielomianem La-
guerre’a. Poniewaz dla p — 400 funkcja U(p) — 400, a powinnna dazy¢ do zera
aby mozna bylo ja unormowaé, to musimy ja urwaé po pewnym wyrazie. Niech
istnieje k = n, takie, ze ¢, 11 = 0. Wdwczas

ny+l+1-A=0=>A=n,+1+1. (13.1.51)
Wprowadzmy oznaczenie
n=n,+1+1 (13.1.52)
1 otrzymamy
A =n. (13.1.53)

Liczbe n nazywamy gtowng liczbg kwantowq.

Korzystajac z tego, ze
Vo [Eze
B h? 4E
r 1
48\ 16EY
mozemy napisac, ze

SuE Ze?  Ze? Suk  Ze? [
" V"2 4 T m V162 T n VU 2E ( )

iz tego, ze

Czyli
Ze? 1
=2 - 13.1.
n - Yol (13.1.55)
stad
Z%r
2
= ——) = 13.1.56
Z%etu
2= : 13.1.57
W koncu mozemy wyznaczy¢ wartos¢ wlasng energii F,:
Z%t 1
Wprowadzmy oznaczenia
212 et
R— 13.1.59
h3c ( )
i
pie?
Ey = Rhe = (13.1.60)

2%’
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gdzie R nazywamy statq Rydberga, a Ep jest energig stanu podstawowego atomu

wodoru. Woéwczas mamy
Z2

E, = EEH (13.1.61)
Powyzszy wzér zgadza sie w miare doktadnie z wynikami do$wiadczalnymi, nie
thumaczy jednak struktury subtelnej pozioméw energetycznych i widma, pochodza-
cych od relatywistycznej zaleznosci masy elektronu od jego predkosci i spinu elek-
tronu. Zaleznosci te dostajemy w wyniku rozwigzania relatywistycznego rownania
Diraca, ktérym jednak nie bedziemy sie zajmowac.
Nasz wielomian p!Tlg(p), zalezny od dwéch catkowitych liczb n i [, przy czym

1=0,1,2,..., n=1,23..., n>l (13.1.62)

Jest to tak zwany stowarzyszony wielomian Laguerre’a L2} (p) stopnia n+1 — 21 —

1 =n—1—-1=n, Wielomian Laguerre’a stopnia ¢ (czyli wielomian Laguerre’a
stopnia g — 0) okreslony jest wzorem Rodrigueza

da
L,(p) = e”d—pq(pqe_p). (13.1.63)

Stowarzyszone wielomiany Laguerre’a zwigzane sa z wielomianami Laguerre’a pop-
rzez wWzor

LE(p) = ——Lq(p). (13.1.64)
Znajac funkcje U(p) = U, (p), mozemy wyznaczy¢ U, ;(r), a stad funkcje radialng

R, (r), ktéra, co mozna wykazaé, przecina o$§ r w n, punktach.Mamy juz pelng
funkcje falowa atomu wodoru

Wi (r, 0, 0) = Roa(1)Yim (9, 9). (13.1.65)

Zakladamy, ze jest ona unormowana, tzn.

+00 “+oo +oo
/ / / (Wi (2, y, 2)] de dy dz = 1, (13.1.66)

gdzie
dz dy dz = r?sin(9) dr dv dp = r* dr dS2. (13.1.67)

Mozemy przepisa¢ warunek normalizacyjny w postaci
1= / (9, 0)Yim(0, ¢ dQ/ R2,(r) dr. (13.1.68)
Mozemy wprowadzi¢ wielko$¢
D(r)=1*R. (r) (13.1.69)

zwang radialng gestoscig prawdopodobienstwa.
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Dla okreslonego n mamy

n=1,23,... (13.1.70)
n,=0,1,2,3,... (13.1.71)
1=0,1,....,n—1 (13.1.72)

m=—l,—l+1,...,—1,0,1,...,1— 1,1, (13.1.73)

gdzie n nazywamy gtowng liczbg kwantowq, | nazywamy orbitalng liczbg kwantowa,
a m nazywamy magnetyczng liczbg kwantowg.

Wartosci (energie) wlasne atomu wodoru, poza energia stanu podstawowego, sg
zdegenerowane. Wynika to z faktu, ze FE, nie zalezy od [, ani od m. Poniewaz
kazdemu [ odpowiada 2] + 1 niezaleznych liniowo funkcji wlasnych, a kazdemu n
odpowiada [ liniowo niezaleznych funkcji wlasnych to danemu n odpowiada

n—1

d(20+1) =n? (13.1.74)

=0

niezaleznych liniowo funkcji wlasnych. Wypiszmy kilka pierwszych wartosci wlasnych
i odpowiadajacych im funkcji wlasnych (niezaleznych liniowo):

Ey, Vi
Wano
E
2 { War-1, Wai0, Yonr

ES ) \1’31—17 \113107 \1’311
@32727 @32717 @3207 \Ij3217 \Ij322'

Jak wida¢ z powyzszych przykladow, zgodnie ze wzorem kazdej wartosci wiasnej F,
odpowiada n? niezaleznych liniowo funkcji wlasnych.

13.2 Dyskusja otrzymanych wynikéw

Mozna wykaza¢, ze funkcja falowa opisujac stan podstawowy atomu wodoru Wigy
jest proporcjonalna do e~ ¢, gdzie ¢ jest pewns staly. Wnioskujemy stad, ze w
teorii Schrodingera atom ma symetrie sferyczng, w przeciwienstwie do modelu atomu
wodoru Bohra, ktory jest plaski. Latwo mozemy zauwazy¢, ze gestos¢ prawdopodo-
bienstwa znalezienia elektronu jest rézna od zera dla r = 0 i szybko maleje wraz ze
wzrostem 7. Najbardziej prawdopodobna odleglosé od jadra (zazwyczaj przyjmuje
sie, ze jest to obszar w ktérym prawdopodobieristwo znalezienia elektronu > 0,9)
rowna jest promieniowi pierwszej orbity Bohra.

Dla stanéw wzbudzonych typu W,q funkcje falowe maja symetrie sferyczna, nato-
miast wraz ze wzrostem [ funkcje falowe coraz mocniej zalezg od katéw. Przy
duzych wartosciach liczb kwantowych n i [ opis kwantowo mechaniczny wykazuje
duze podobienstwo do modelu Bohra-Sommerfelda.

Uogolniajac mozna powiedzie¢, ze gléwna liczba kwantowa n okresla rozmiary atomu,



98 ROZDZIAL 13. ATOM WODORU

orbitalna liczba kwantowa [ okresla ksztalt atomu, natomiast magnetyczna liczba
kwantowa m okresla orientacje atomu w przestrzeni (gdy dany jest kierunek pola
magnetycznego).



Rozdzial 14

Notacja Diraca

Zapiszmy iloczyn skalarny dwéch dowolnych funkeji (wektoréw) nalezacych do przes-
trzeni L?

(Pnlem) (14.1)

w mysl konwencji zwanej notacja Diraca ten iloczyn skiada sie z dwoch czesci, z bra
(pn] 1z keta |¢@n). Bra moze sie polaczy¢ z ketem tworzac w ten sposéb iloczyn
skalarny (braket). Bra i kety mogg sie taczy¢ réwniez w inny sposéb tworzac w ten
sposéb np. iloczyny tensorowe.

Niech mamy dany iloczyn skalarny

(1 4 @a|ws + @a) = (p1]p3) + (@1]wa) + (P2]p3) + (@a|ps). (14.2)

W notacji Diraca ten iloczyn skalarny mozemy zapisa¢ jako

((pr] + (w2l)(ls) + [0a)) (14.3)

co mozna prosto wykazacé, poniewaz
(1| + (@2))([p3) + 1)) = (p1lws) + (p1lpa) + (p2lp3) + (palpa) =

= (1 + ©2|P3 + 4).

Teraz sprawdzmy, czym jest wyrazenie powstale z potaczenia ketu z bra postaci

1) (2. (14.4)

Zadzialajmy na nie ketem |p3)

(lpn){@2])les) = lor) ({@2lps)) (14.5)

Braket (¢s2]ps) jest liczba, czyli [¢1) (s jest operatorem, bedgcym rzutem na kierunek
wyznaczany przez wektor |p1).

Aby pokaza¢ przyklad zastosowania notacji Diraca obliczymy wspotczynniki rozwiniecia
funkcji w bazie.
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.....

przestrzeni moze zostaé¢ rozwinieta w tej baz1e jako:
+o0
) = Z an|Pn)-

n=0

Dzialamy na obie strony bra (¢,,| i dostajemy

+oo
<90m|¢) SOml Z a’nlgpn - Z Qn (;Dm|90n Z an mn:
n=0

To prowadzi do nastepujacego wyniku:

U = (Pm|)-

Tak wiec rozwiniecie funkeji ¢(x) mozemy zapisaé jako
+oo
U() =) {nlt)en().
n=0

Zapiszmy to w notacji Diraca

+o0o +o0

[9) = > (nl)len) = 3 (lon) (onl)[¥).

n=0 n=0

Stad 32, [@n) (@n| jest operatorem identycznosciowym I

= Z |90n><80n|-

(14.6)

(14.7)

(14.8)

(14.9)

(14.10)

(14.11)



Rozdzial 15

Funkcja uogdlniona Delta Diraca.

W swoich pracach wielki angielski fizyk teoretyk Paul Adrien Maurice Dirac wpro-
wadzil nows funkcje oznaczang przez 0(x), nazwang pozniej funkcja delta Diraca.
Jest ona zdefiniowana nastepujaco:

0 dla z # x

+o0o dlax = zg (15.1)

5@—x@:{

/bé(x—:co)f(x) de =S Lf(zo) dlazg=alubzy=0> (15.2)

{ 0 dlaz ¢ [a,b]
f(xo) dlazg € (a,b),

przy czym zaktadamy, ze b > a.
Jedng z wazniejszych wlasnosci funkeji Diraca jest fakt, ze

+o0
/_OO 5(x) da = 1. (15.3)

Zajmijmy sie teraz kilkoma zwigzkami spelianymi przez funkcje §. Po pierwsze,
jest ona funkcja parzysta, tzn.

d(z) = d(—x). (15.4)
W prosty sposéb mozemy dowies¢, ze
1

d(cx) = ﬂé(x), ¢ = const. (15.5)
c

Poniewaz funkcja delta Diraca d(z) jest tzw. funkcjg uogdlnions, czyli majaca sens
dopiero w dziataniu na inng funkcje, to powyzszg rownosé nalezy rozumieé jako

Lﬁ@m@m:éfmmmm:l(m (15.6)

]

Wyjdzmy z lewej strony powyzszego wzoru. Korzystajac z parzystosci funkeji §(z),

dokonajmy podstawienia

1
y=lclzr =dx = de. (15.7)
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Teraz wolno nam napisac, ze

b 1 b 1
[ f@ter) de =5 [ FGE00) de = 12 (0) (15.8)
Teraz wykazemy, ze
xd(x) = 0. (15.9)
Jak juz wiemy, znaczy to, ze musimy udowodni¢ wzdr postaci
b
/ F(a)d(z) dz =0 (15.10)
WprowadZmy funcje g(z) postaci
g(x) =z f(x) = g(0) =0. (15.11)
To pozwala nam napisac, ze
b b
/ F(a)d(z) dz = / g(x)d(x) da = g(0) = 0. (15.12)
Zajmijmy sie teraz dowodem wzoru
d
oz)=—H 15.13
() = - H(2), (15.13)
przy czym H (x) oznacza funkcje Heaviside’a zdefiniowang jako
0 dlaxz <0,
H(z)=4{ 3 dlaz =0, (15.14)
1 dlaz > 0.
Skonstruujmy funkcje postaci
o) = / 5(a") da'. (15.15)

7 podanych wczesniej wiadomosci wynika, ze funkcja ta spelia definicje funkcji
Heaviside’a, czyli ze
O(x) = H(x). (15.16)

Z podstaw rachunku rézniczkowego i catkowego pamietamy, ze

xT

F(z) = /x g(z)dz = g(z) = ddxF(:c), (15.17)

0

a stad wynika, ze
d
0(x)=—H(x).
(v) = T H(z)
Zajmijmy sie nastepng wlasnoscig. Niech f(z) bedzie funkcjg majacg jedno miejsce
zerowe w punkcie z = x5. Rozwinmy ta funkcje w otoczeniu miejsca zerowego w
szereg z dokladno$cig do drugiego wyrazu, czyli

f@) = f(xo) + f'(wo)(x — 20). (15.18)
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Wiemy, ze f(z¢) =0 i stad

f(z) = f'(zo)(z — ). (15.19)

Poniewaz f'(xg) jest liczba to oznaczmy ja przez ¢, a x — xg oznaczmy przez y. Stad
mamy

flz) = cy. (15.20)
Obliczmy teraz warto$¢ (f(x)) korzystajac z

6(f(x)) = d(cy) = |10|5(y) = m. (15.21)

Tak wiec mamy nastepna wlasnosé funkeji 6(x):

5(f(z)) = W. (15.22)

Mozna wykazaé¢, ze jesli funkcja f(x) ma n jednokrotnych pierwiastkéw to jest
prawdziwe

5(f()) = 32— 2)

2 i) (15.23)
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Rozdzial 16

Metody przyblizone

16.1 Rachunek zaburzen dla stanéw niezdegene-
rowanych

Rachunek zaburzen stosujemy w celu przyblizonego rozwigzania zagadnienia postaci
HY, = E,U,,, (16.1.1)

przy czym

H=H,+\H', )eC, (16.1.2)

gdzie Hy oznacza niezaburzong czesé operatora Hamiltona, spelniajaca niezalezne
od czasu réwnanie Schrodingera

Hyw© = EOw©) (16.1.3)

ktérego rozwigzanie znamy, natomiast H' oznacza niewielkie zaburzenie. Mozemy
napisac

(Hy+ A\H')V, = E, T, (16.1.4)

Rozwinmy FE,, i ¥, w szereg
U, =00 L Aw® 4 N2 (16.1.5)
E,=FEY9 £ \EWD + N2 E® 4 . (16.1.6)

Podstawiamy te rozwiniecia i dostajemy
(Ho + MH) (O + 201 4 X203 ) =
= (B 4 XEW + N2E@ 4+ (0O £ aw® 4 \2g@ ), (16.1.7)
Poréwnujac wyrazy przy tych samych potegach A, mamy
A0 Hyw© = OgO)

A HyoW 4 ' = EOw® 4 pOg©)
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A2 Hou® 4+ gl = pOw® 4 pOg) 1 pOgO),
Przepiszmy wyrazy przy pierwszej potedze A, korzystajac z notacji Diraca
Holwil) + H'|WY) = EP|0Y) + EN WD) (16.1.8)
1 wymnozmy obustronnie przez \II;O)
(W Hol O D) + (A WD) = (WP EQ W) + (WP ED @),
Wyciggamy stale przed iloczyn skalarny i stad

(WO WD) + (0|0 = EQ @O 0D) + ED (1000,

n

Korzystajac z hermitowskosci operatora f[o, mozemy napisac
(WD Hol W) = (How|wil) = EP(UD WD),
Wstawiajac powyzszy wynik do réwnania, mamy:

EO (@100) + (WO 90) = B0 (10]80) + ED (@00 0),

n

a stad .
(TO 13O0y = ED ()| g0, (16.1.9)

n

Poniewaz funkcje bazy sg ortonormalne to
(O = b (16.1.10)
Korzystajac z powyzszej wlasnosci, wolno nam napisaé
WOIAwOY = EWg,, (16.1.11)

Oznaczmy
(WA 0Y) = H]

nn?

(16.1.12)

gdzie H/, oznacza element macierzowy operatora zaburzenia w stanie niezabu-
. s . .. (1)
rzonym. Tak wiec mamy wzér na poprawke pierwszego rzedu do energii £,

EW =H . (16.1.13)

Aby wyznaczy¢ poprawke drugiego rzedu, wymnozymy wyrazy przy drugiej potedze
A przez W), Przeprowadzajac analogiczne rachunki jak powyzej, mozemy w prosty
sposéb dojs¢ do ponizszego wyrazenia

EQ(UPNWD) + (OIH0D) = EPUO W) + ED (WD w)+
+E@(wOg )y, (16.1.14)

W koncu dochodzimy do wyrazenia na poprawke drugiego rzedu do energii £%

E® = (3O f1 — Wy, (16.1.15)

n
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Jak widac nie jest to jeszcze wzor, ktéry nadaje sie do natychmiastowego zastosowa-
nia, poniewaz nie znamy jawnej postaci funkeji ¥, Korzystajac z zupemosci bazy
{\IJ%O)}nZOW_ mozemy rozwing¢ w niej dowolng funkcje z przestrzeni L? | czyli tez
funkcje \117(11). Zapiszmy to rozwiniecie

+o00
v =3 g, 0 (16.1.16)
k=0
Przepisujemy powyzsze wyrazenie w notacji Diraca
+oo
TP) =" an ). (16.1.17)
k=0

Napiszmy raz jeszcze wyrazy przy pierwszej potedze A, korzystajac z notacji Diraca

Ho| Oy + 7' w®y = EOwM)y 4 pO|g )y (16.1.18)

n

Wstawmy funkcje U rozwinieta w bazie {¥©}, o

+o0 too
> anHolU) + H'[9) = 3 an Q|0 + B0, (16.1.19)
k=0 k=0

L . . . 0
Ostatnie réwnanie wymnézmy skalarnie przez \Ifl( ):

+o0 oo
S an (OO Hol W) + (WA [00) = 37 a4, EO (w0100 +
k=0 k=0

+EO (@O g0y, (16.1.20)

Korzystajac z ortonormalnosci funkcji bazowych (tzn. (¥ |‘I/,(€0)) = Onk) 1 0Znaczajac
przez Hj, iloczyn <\I/l(0)\]:l | W) otrzymujemy

S B0y + H), = agEQ + EVg,. (16.1.21)
k

Z kolei korzystajac z delty Kroneckera d;, pozbywamy sie sumowania po k i mozemy
napisac
am B + H] = ayE® + EV6,,. (16.1.22)

Przeksztalcajac ostatnie rownanie otrzymujemy:
an(E" = EY) + Hj, = Eéy, (16.1.23)

Teraz musimy rozwazy¢ dwa przypadki. W pierwszym niech n = [. Wowczas
dochodzimy do wyniku
E’SL].) — Hl

nn?

(16.1.24)

ktory udato nam sie uzyska¢ juz wcezesniej. Teraz sprawdzimy, co dostajemy dla
n # . Widaé od razu, ze mozemy stad wyliczy¢ warto$¢ wspoleczynnika a,,:
Hi,

Qpl = (0)

T T 16.1.25
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Przyjmujemy, ze a,, = 0.
Przepiszmy ponownie wyznaczong wczesniej posta¢ wyrazenia opisujacego poprawke
drugiego rzedu do energii

B = (WO 0D) — ED (0w ).

Wstawiamy rozwiniecie funkeji WV i dostajemy

+00 oo
B = (WO Y an¥") = B3 anvy). (16.1.26)
k=0 k=0

W wyniku prostych przeksztalcen dochodzimy do postaci

+o0 +o0
E® =3 auH., — EM S appn. (16.1.27)
k=0 k=0
Wiemy jednak, ze E(V = H!  czyli
+o0 +oo
k=0 k=0

Wstawiamy obliczone wczesnie]

1 mamy

+oo H/ H/ “+o0o H/ Hl

Er(LQ) _ kn""nk kn''nn =
kz:% EY — E© kzzo EY — Y

Lo tTnk 16.1.29
-0 gD (16:1:29)

gdzie znak prim przy sumie po k oznacza sume po wszystkich k takich, ze k # n.
Wiemy, ze
i, = (U || 0)

oraz
Yy 0 0) 15 * *
H., = (WOIH 19 = (W07 |wOY))* = (Hy,)*,

wiec
Wstawiajac powyzsze wyniki, otrzymujemy konicowy wzér na poprawke drugiego
rzedu do energii

e 16.1.31
1% E7(10) - E]E.O) ( )



ROZDZIAL 16. METODY PRZYBLIZONE 109

16.2 Rachunek zaburzen dla stanéw zdegenerowanych

W dalszym ciggu zajmujemy sie stanami stacjonarnymi, jednakze teraz mamy pozio-
my zdegenerowane, tzn. jednej wartosci wlasnej energii odpowiada wiecej niz jedna
funkcja falowa. Zapiszmy niezalezne od czasu rownanie Schrodingera dla a-krotnej
degeneracji n-tego poziomu energetycznego.

HyU' 0 = EOg'©) r=1,...,a,. (16.2.1)

nr ?

W ogédlnodci:
(WO Oy L0, 75, (16.2.2)

ale zbiér {W/ (@ ;1 jest hmowo niezalezny, czyli przez proces ortonormalizacji
mozemy przejsé do Zbioru {w) .an }, takiego, ze:

ns s=1,.
(OO =5, (16.2.3)
Dowolng funkcje z tego zbioru mozemy zapisaé jako

VO =3 a0 (16.2.4)
i
W prosty sposéb mozemy wykazac, ze taka funkcja réwniez spelnia réwnanie Schro-
dingera:

Hyw® HOZask\Ifnk —ZaskHo Za EQwY —

= Z ag U0 = EOg©

Przyjmujemy, ze funkcje odpovvladajeyce roznym warto$ciom wlasnym sg do siebie
wzajemnie ortogonalne, to znaczy:

(WOWON =0, m+#n, E,#E,. (16.5)
Problem, ktéry chcemy rozwigza¢ mozemy zapisac:
]:I\I/nr = B Vo

gdzie ) ) R
H=Hy+\H', XeC,

przy czym H' oznacza wprowadzane zaburzenie.
Kiedy A — 0 ( czyli zaburzenie jest bardzo male ) to

En — Ef) = B
U, — y Y (16.6)

gdzie (9 jest kombinacja liniows, funkeji bazowych:

X = Z Crs U (16.2.7)
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Rozwijajac E,, i V,, w szereg dostajemy:
En=E9 4+ AEWD 4. (16.8)

Wy = X0 + AT + (16.9)

Wstawiajac wyrazenia opisujace H, E,i%,, do niezaleznego od czasu réwnania
Schrodingera
HY,, = Enrlpnm

dostajemy:
(Ho + XA (XD + 200 ) = (EQ £ XED + ) + x4 ).

Grupujac wyrazy przy tych samych potegach A, otrzymujemy:

A Hox O = B0 (16.10)
A, w4 H'y O — Oy L gy ©O) (16.11)

Przeksztalcajac wyrazy przy pierwszej potedze A, otrzymujemy:

(Hy — EOYOY + (H — ED)x =o0.

T

Korzystajac z tego, ze baza {W() Z::f""an jest bazg zupelma w przestrzeni L2,

,,,,,

mozemy zapisa¢ (1) jako:

=3 s VY. (16.2.12)
k,s

an Z CT’S ns

Ponadto wiemy, ze

Stad
(Hy — BO) Yty Ul + (H' — ED) b3 e U0 = 0, (16.13)
k,s
Mnozymy skalarnie rownanie przez \Ifg]q), gdzieq=1,...,a,
<\I]7(10) ’ O Z am"ksyglks < nq Z Crs“P

Korzystamy z rownania wlasnego
) = )

czyli
> s (B — EOYV WO W) +Z e (WO | 00—

—Zcm WOy = 0. (16.2.14)
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Jak widaé¢ pierwszy czton znika, poniewaz dla k = n réznica energii E,io) — B jest
rowna zeru, natomiast jezeli k # n, to z ortogonalnosci funkcji bazowych wynika, ze
ich iloczyn skalarny wynosi zero. Korzystajac z tego, ze

(W [ Wi0) = b

i oznaczajac <\If$31) |H'| T przez H},, s (jest to element macierzowy operatora zabu-

rzenia pomiedzy stanami niezaburzonymi), dochodzimy do wyrazenia
Z csr(H nq ns Eélr)éqs) =0, g=1,...,q,.

Warunkiem nietrywialnosci rozwigzan tego uktadu réwnan jest

det|(H!, . — E\V6,.)| = 0. (16.2.15)

ng,ns
Jest to tak zwane réwnanie wiekowe (réwnanie sekularne). Rozwigzujac je, dosta—
jemy rozwigzania na E(1), przy r przebiegajacym od 1 do a,,. Jezeli wszystkie E(L
beda od siebie rézne, to degeneracja zostanie usunieta catkowicie.

Aby pokazaé jak stosowaé ta metode, rozwazymy teraz przypadek degeneracji dwu-
krotnej. Mamy:

How" = EOw ),
Hyv? = Oy,
Korzystajac z wyprowadzonych wczesniej wzoréw wolno nam napisac

CIT(H —EM) + (:Z),qH;2 =0,
CIT' 21 + CQT-(H 2 ) 0

Aby ten uklad réwnan mial rozwigzania nietrywialne, jego wyznacznik musi sie
zerowac, czyli

T

Hy  Hy— BV

r

‘ Hy - EO H, |
Rozwijajac ten wyznacznik, dostajemy

(Hil - Eﬁl))(H§2 - Ewgl)) - H£1H{2 =0.

Korzystajac z tego, ze
Hél = <H12)*?
mozemy przepisa¢ powyzsze rownanie w nastepujacy sposob
(Hy — BV)(Hyy — EV) — [ H|* =
Wymnazajac nawiasy, dostajemy

H{1H§2 - Eﬁl)Hil - Eﬁl)Héz + (Eﬁl))2 - ’H{QP =0.
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Po uporzadkowaniu mozna zauwazy¢, ze otrzymaliSmy réwnanie kwadratowe ze
wzgledu na BV
(E(l))2 - Eﬁl)<H{1 + Héz) + H{1H£2 - |Hiz|2 =0.

T

Obliczamy wyréznik tego rownania, korzystajac ze znanego wzoru
A= (Hil + Hé2)2 - 4(H{1H§2 - |H{2|2) = Hﬁ + 2H{1H§2+

+H§22 - 4H{1H§2 + 4|H{2|2 - Hﬁ - 2H{1H§2 + ng + 4|H{2’2 =
- (H{I - Hé2>2 + 4|H{2|2-

Wartosci ES)Q bedace pierwiastkami naszego réwnania kwadratowego wynosza

@ Hiy+ Hiy & /(Hiy — Hyp)? + A Ho |
1/2 — 2 .

Jezeli te pierwiastki beda réZne(Efl) + Eél)), to degeneracja zostanie usunieta

A

catkowicie. Rozwazmy operator H' dany w postaci macierzowej
B H, H;
i = 1 12 )
( Hy  Hy,
Gdyby elementy H}, i Hj, byly réwne zeru to

1
1
Ef ) = i(H{I + HéQ + H{I - H§2) = H{I

1
1
Eé )= i(Hﬁ + Héz - Hil + H§2> = H§27

czyli degeneracja zostalaby usunieta.

16.3 Metoda wariacyjna

Skonstruujmy funkcjonatl postaci E[¢]

Elp] = (elHle) (16.3.1)

(olp)

ktorego ekstremum (minimum) bedzie pewnym oszacowaniem energii wlasnej uktadu.
W prosty sposob mozemy wykazac, ze jezeli ¢ = U, gdzie W, jest funkcja wlasng
operatora H pochodzaca z rownania wlasnego

HY, = E,U,, (16.3.2)
to wtedy warto$¢ E|p] bedzie réwna wartosci wlasnej energii E,

(W) B (0,0,
FI =" wy = ey~ B
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Jezeli istnieje ¢ takie, ze Elp] osigga ekstremum (minimum), tzn. wariacja z
funkcjonatu znika ( E[p] = 0 ), to jednoczesnie ¢ jest funkcja wlasng operatora H,
a Ep] jest jego wartoscig wlasng, ktérej ta funkcja wlasna odpowiada.

Mozna to udowodni¢ w nastepujacy sposéb. Przeksztalémy funkcjonat do postaci

Elel{ple) = (¢ H|p).

Obliczmy wariacje obu stron
(SE[D(ele) + Ele)d((ple)) = 6((lHlp)).
Rozpisujac powyzsze wyrazenie, dostajemy

BE[)) (¢le) + El)(d0le) + Elpl(p|ow) = (5p|Hlp) + (p|H|dp).  (16.3.3)

Poniewaz nasz funkcjonal ma osigga¢ ekstremum (minimum), to dE[p] = 0, skad
dostajemy

Elgl(5¢le) + Ell{pldp) = (6| H|p) + (p|H|dp).

Przenosimy wszystko na lewg strone

Elel(5¢le) — (0p|H|p) + Ele]{(p|dp) — (¢|H|op) = 0.

Korzystajac z wlasnosci iloczynu skalarnego, mozemy to wyrazenie zapisaé jako

(50| Elp] — Hl|p) + (¢|Ely] — H|0p) = 0.

Wykorzystujac hermitowskosé operatora Hamiltona oraz rzeczywistosé E[yp], mamy
(5| Elp] — Hlp) + ((Elg] — H)pldp) = 0.
Teraz przechodzimy do jawnej postaci iloczynu skalarnego w przestrzeni L?
60 (Ble) - )edr + [{(Elg] - H)p} didr = 0.
z kolei wykorzystujac fakt, ze (dp)* = dp* dostajemy
| 86" (Elel = B)pdr + [{(Blel = H)e} dpdr = 0.
Poniewaz wariacje d¢* i d¢ sg liniowo niezalezne, to wolno nam napisac

{ (30| El] — Hlp) =0,
((Elg] — H)pldp) = 0.

7 powyzszego wyrazenia wynika, ze



114 ROZDZIAL 16. METODY PRZYBLIZONE

Powyzszy uklad réwnan prowadzi nas do wyrazenia
Hyo = Elg|p, (16.3.4)

czyli do réwnania wlasnego operatora Hamiltona H z wartoscia wlasna E[g] i z
odpowiadajacg jej funkcja wilasng ¢, co nalezalo wykaza¢. Waznym twierdzeniem
jest, ze warto$¢ E|p] jest zawsze wieksza badz réwna energii stanu podstawowego
Ey.

Tutaj dowdd oparty jest o postaé funkcjonatu

(o)

Elel = (plw)

Niech baza funkeji wlasnych {W;}i—o oo pochodzacych z réwnania wlasnego
HU,; = E;, (16.3.5)

bedzie ortonormalna

Korzystajac z zupetosci, mozemy rozwina¢ w tej bazie dowolng funkcje prébnag ¢
+oo

= ZCZ‘\I/Z‘7 c; € C. (1636)
=0

Wstawiamy do funkcjonalu powyzsze rozwiniecie funkcji ¢

(S8 Wi | H| S5 en W)
(5% W] 025 ce W)

Wyciggamy sumowania i stale przed iloczyn skalarny

Elp] =

Sk cen (| H|Wy)
Zz‘,k C§0k<‘l’i|‘1’k>

7 ortonormalnosci funkcji bazowych wiemy, ze

Elp] =

(3 Wg) = dig-
Natomiast przepisujac réwnanie wiasne w notacji Diraca, mamy
H|V,) = Ej|0,), (16.3.7)
dlatego wolno nam napisac

>ik G kBl _ G Cz i

E p—
2 Sor o e

czyli dostajemy PE
>ilGil By

Elp| = .
2 > leil?

(16.3.8)
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Od obu stron odejmujemy Ej

> |Ci|2E¢

Elp] — Ey = AP

— E,.

Wykonujemy proste przeksztalcenia
Y leil*(Bi — Ep)
> leil?
Wiemy, ze F;— Ey zawsze bedzie wieksze badz rowne zeru, poniewaz Fy jest najnizsza,

mozliwg energig uktadu (energiag stanu podstawowego). Wspdlezynniki ¢; wystepuja
w kwadracie, zatem mnozenie przez nie nie zmieni znaku wyrazenia. Zatem wolno

Elp] — Ey =

nam napisac

il (B — Eo)

>0,
> leil® B
a stad
czyli
El¢] > Ey, (16.3.9)

co nalezato wykazac.
W praktyce w celu dokonania obliczen bierzemy jakas baze

{Xi}izo,. n taka, ze
(Xilxk) = A, (16.3.10)

gdzie Ay jest catka naktadania. Wybieramy funkcje probnag jako kombinacje funkcji
bazowych

N
= CiXi (16.3.11)
i=0
Nasz funkcjonal jest postaci

Elel{ple) = (¢ H|p).

Wyznaczmy (p|p)
90|90 ZCzXz Z Cka ZCkaAz'k-
ik

Teraz wyznaczmy (| H o)

90|H‘80 ZQXJH’ Z CrXk) ZCka<Xifﬁ|Xk> = ZCkaHik--

Wstawiamy to do naszego funkcjonatu

Elo]> ol = cienHy.
ik ik
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Rézniczkujemy powyzsze wyrazenie wzgledem cj, korzystajac z faktu, ze

aCi .
ocy

Ponadto, z warunku stacjonarnosci wiemy, ze

oF
Ll _
dcy
W wyniku rézniczkowania dostajemy
oc; oct
E ROTAVIES —cpH; 16.3.12

] sz: det Crlik ; de; CcrHiy, ( )
czyli

Ely] Z dinckAix = Z dqcr Hi,. (16.3.13)

Kasujemy sumowanie po ¢ korzystajac z wlasnosci delty Kroneckera otrzymujemy

N N
Ely] Z GRAVES Z ceHg,. (16.3.14)
k=0 k=0

Przenosimy wszystko na jedng strone
N
> ow(Hiw — Elp]lAy) =0, 1=0,...,N. (16.3.15)

k=0

Aby uklad mial rozwigzania nietrywialne, jego wyznacznik powinien sie zerowaé

det|Hy, — Elp]Aw| = 0. (16.3.16)
Jest to, znane juz nam, réwnanie wiekowe (réwnanie sekularne) rozwigzujac je dosta-
jemy Elp] = Eo, E1, ..., Ey, stad obliczamy wspélezynniki ¢, a nastepnie wstaw-
iamy je do
N
o= ciXi (16.3.17)
i=0

i w ten sposob otrzymujemy przyblizone funkcje wiasne.

16.4 Rachunek zaburzen zalezny od czasu

W tym przypadku operator Hamiltona jest zalezny od czasu (I:I —H (1)) i rozwazamy
rownanie Schrodingera z czasem

m;wzﬁu U= W(t). (16.4.18)
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Zakladamy, ze operator Hamiltona mozemy przedstawi¢ jako sume czesci niezabu-
rzonej, niezaleznej od czasu i niewielkiego zaburzenia zaleznego od czasu

H(t) = Hy+ \H'(t), XeC. (16.4.19)

Przy rachunku zaburzen zaleznych od czasu nie szukamy wartosci energii, tylko
staramy sie znalez¢ przyblizong posta¢ funkeji falowej .
Niech funkcja w,io) bedzie rozwigzaniem niezaleznego od czasu rownania Schrodingera

Hop\" = EQ 0. (16.4.20)

Przyjmijmy, ze funkcja Wq spelnia zalezne od czasu réwnanie Schrodingera dla op-
eratora Hy (jest to problem stacjonarny):

Udowodnimy, ze funkcja postaci

+oo )
Ty =Y Ve bt (16.4.22)
k=0

spetnia zalezne od czasu rownanie Schrodingera. Podstawmy ja do lewej strony
rownania

8 8 too i + 400 ;
L=ihs Wy =ific 3 aufle t8 = in(—2) 3 ) B0 e #Et =
ot =i [

+oo

i 12(0)

=S e B e B
k=0

Korzystajac z réwnania wlasnego dla operatora Hy (tzn. z niezaleznego od czasu
réwnania Schrédingera), wiemy, ze

B = Hol,

dlatego
iy 0) —ip® ™= (0) —ig©
L:ZCkHOwk e nk t:H()ZCk’QDk e nk t:HO\I/():P.
k=0 k=0

W celu wyznaczenia funkcji ¥ bedacej rozwigzaniem réwnania Schrodingera z cza-
sem dla zaburzonego operatora Hamiltona, postuzymy sie metoda uzmienniania
stalych Diraca. Zalézmy, ze U jest postaci

+o0 )
=Y gpPe it (16.4.23)
k=0
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oraz, ze wspdlezynniki ¢ sg funkcjami czasu, tzn. ¢ = cx(t).
Obliczmy najpierw %\IJ:

; +oo

i (0 0)
2y = Z —Ck,- () 1B LN e (OB e 7
h s
Teraz obliczmy HU
: Y SR e (1O EEDE 7 NS e (1O B
HY = (H0+)\H/)ch(t) k e nk t :Hozck(t)’(/)k e ok t‘l‘
k=0 k=0
~ too (0) 1E(0) Too i E( )
HAH"D ety e w5 ="t )ngk e nth
k=0 k=0
+o00 ) +o00 )
'Y a0 i = 3 o () BP0 e i B
k=0 k=0

A,Jroo 0) _iE(O)t
XA c(t)y, e n i
k=0

Mnozymy %\Il przez ih i przyrownujemy do HU, skad mamy

0~ £ Bt = _ipO _
zhz —ck )y + ch qpk Kt —
= ) —iEO); , 0) —ip©y
Z HEQ e FAH ch(t)z/zk e HEt, (16.4.24)
- k=0

Po uproszczeniu dostajemy

ih Z —ck e’iE( Y Z ck(t)w,io)e’%EliO)t. (16.4.25)
k=0

Zapiszmy to w notacji Diraca

o~ 9 0) ,— 5 RS i
ih Y (Gren@)lgy e n = A0 ¢ k() )e (16.26)
k=0 k=0
Wymnazamy to skalarnie przez wl(o)
mz fc,ﬁ O[Oyt )\ch SOV e 7B (16.27)
Po oznaczeniu R
(| H'”) = Hi, (16.4.28)

i skorzystaniu z ortonormalnosci bazy {1}, o . (tzn.{ 50)\1&,&0)) = di), mozemy
napisac

ih Z —ck 5lke’%E(0)t A Z cx(t lke’%E(O)t (16.4.29)
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Kasujac sume po lewej stronie dzieki d;,, mamy

0 i = 1 LB
h(acl(t))e R = XY () Hpe 5T (16.30)
k=0
Wymnazamy powyzsze wyrazenie obustronnie przez —%e%El( "t otrzymujemy
9] PR ©0)_ (0
Sl :—Z—ch Hl e B =Bt (16.31)
EO_g©
Wyrazenie —-——%— jest to tzw. czesto$¢ Bohra, ktora oznaczamy wy. Stad mamy
0 iA X
Salt) = —= ch (O Hent, [=0,... (16.4.32)

OtrzymaliSmy uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu na wspétezynniki ¢;(t)
Poniewaz zaburzenie z zalozenia jest bardzo mate, wobec tego wolno nam wprowadzic
ponizsze rozwiniecia

ce(t) = £ AV () + XD () + ... (16.4.33)
0 8 (0) 0 5 (9
— )\— A2 =P (¢ e 16.4.34
Wstawiamy te rozwiniecia do naszego ukladu réwnan
0. 9 20 (@
A— N—q () +...=
gicl gl () + X g0 +
AL Z AP LAV (1) + XD () + ) Hpe (16.35)
his

Poréwnujac wyrazy przy tych samych potegach A, dostajemy

9
A0 &c,‘o) =0 (16.36)
1 0 (1) zw t
At =5 Z o) Hy e (16.37)
a ! Zw
A2 E = Z ) (£) Hjp et (16.38)

Uogodlniajac ten wzér, mozemy napisac¢ dla dowolnego s catkowitego i wickszego od
zera,

8
AP — = t)Hye Wikt 16.39

Jezeli uznamy, ze wystarczy nam przybllzenle pierwszego rzedu, to

a(t) = A + AV (). (16.4.40)
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PrzejdZzmy teraz do interpretacji fizycznej wspolczynnika cy.
Korzystajac z zasady zachowania prawdopodobienstwa, mozemy napisac

+o0
S P =1 (16.4.41)
k=0

|cx (t)|? oznacza prawdopodobieristwo znalezienia funkcji w stanie opisanym funkcjg

falows, w,(co) po uplywie czasu t. Ustalmy czas to, w ktérym wlaczamy zaburzenie (tzn.
przed tg chwilg uktad byl niezaburzony). Ponadto zalézmy, ze przed wlaczeniem
zaburzenia uklad opisywany byt funkcja ¥(?), czyli korzystajac z normalizacji wolno
nam napisac

A = - (16.4.42)

.. . .. (0 L .
Wstawiajac powyzszg wartosé c,(f ) do wzoru wyprowadzonego wczesdniej i ograniczajac

sie tylko do poprawki pierwszego rzedu, mamy

5 .
acl“)(t = Z S HIp 15", (16.4.43)
k 0

Korzystajac z wlasnosci delty Kroneckera, pozbywamy sie sumowania po k

0 oV

54 ()= —Hj et

h

Teraz musimy rozwazy¢ dwa przypadki.
(lo)l:m:wll:()
wtedy

Calkujemy to wyrazenie obustronnie w granicach od ty do ¢, gdzie ¢y oznacza czas
wlaczenia zaburzenia

W wyniku dostajemy

W)~ o) = [ H,
to
Wiemy jednak, ze w chwili ¢, dopiero wlgczamy zaburzenie, czyli
cD(ty) = 0. (16.4.44)

Ostatecznie wzér na poprawke pierwszego rzedu w chwili ¢ jest postaci

() = — i H’ L) at'. (16.4.45)
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(2°) L #m

wtedy
0 ' .
S (t) = =5 Hi e,

Calkujemy obustronnie w granicach od ¢y do ¢

¢ 70(1)(15/) At — _i tH/ (t/)eiwlmt’ '
to ot! l h to Ilm )
skad mamy
- -
i (t) = eV (t) = =1 [ Hy, () dt.
to
Z poprzedniego przypadku wiemy, ze
M (ty) = 0.

Tak wiec mamy wzér na poprawke pierwszego rzedu w chwili ¢

o -
() = —% | Hjp (t)e it di'. (16.4.46)
0

Zastanéwmy sie teraz, jak wyglada poprawka do funkcji /%) stanu, w ktérym ukiad
znajdowat sie przed zaburzeniem, czyli c{l)

em(t) =9+ cD(@), ¢ >t (16.4.47)

m

7 wezesniejszych zalozen wiemy, ze cl¥) = 1, stad

'i t
2 E (@) dr).

h to mm

em(t) =1+ () =14 (

Korzystamy z postaci rozwiniecia e”
ef~l+x+...

i dostajemy
1 t
enlt) = exp(— [ Hy,, () db)
0

To oznacza, ze
lem ()2 = ()5 (1) ~ 1, (16.4.48)

m

a poniewaz przed zaburzeniem |c(?)|? = 1, to zaburzenie musi by¢ bardzo mate.
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Rozdzial 17

Macierzowe ujecie mechaniki
kwantowe]

17.1 Macierzowa reprezentacja funkcji i operatoréow

Przypusémy, ze mamy baze ortonormalng

{Vite=1,..n
i dwie funkcje ¢ i x rozwiniete w tej bazie

=2 Vs, (17.1.1)
k

X = Z dpWr.
k

Woéwcezas mozemy zapisa¢ jednoznacznie te funkcje, uzywajac jedynie wspoétczynnikow
rozwiniecia (tzn. ¢ i dy):

C1 dl
C2 do

o= o0 x=1 4 | (17.1.2)
CN dN

Zapiszmy iloczyn skalarny tych dwéch funkcji

8]

Xe) = (X Wl Y en W) = > diembum = ((di d5 ... )| ©

Pierwsza macierz jest hermitowskim sprzezeniem macierzy y

(di a5 ...)" = CBE (17.1.3)
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Tak wiec nasz iloczyn skalarny mozemy w jezyku macierzowym zapisaé jako iloczyn

macierzy
(xle) = x"e.

(17.1.4)

Operator dzialajacy w okreslonej wczesniej przestrzeni funkcji réwniez mozemy za-
pisa¢ w postaci macierzowej. Element macierzowy A,,, operatora A w bazie {¥y}

zdefiniowany jest jako R
A = (U |A]T,).

Rozwazmy ponizsze rownanie
X = Ap.

Przechodzac do notacji Diraca, mamy

Wstawiajac rozwiniecia naszych funkcji ¢ i y, mamy
S dn| V) = A e,|0,).
Dzialamy na obie strony bra (V| i dostajemy
S dn (|0, =S e, (W A|W,).

Stad

Z dmél,m = Z CnAln = ZAlnCnv

czyli mamy

dl = Z CTLAZTL = ZAlncn‘

W jezyku macierzowym powyzsze rOwnanie przyjmuje postac
dl AH A12 e C1
d2 — Agl A22 e Co

Rozwazmy teraz rownos¢ operatorows,

A=BC
Obliczmy elementy macierzowe w powyzszej réwnosci
7 rozdziatu dotyczacego notacji Diraca pamietamy, ze

fIXkII\PM\I’k!

(17.1.5)

(17.1.6)

(17.7)

(17.1.8)
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Wstawiajac to, dostajemy

k

czyli mamy

Apm = Z Bk Crom.-
k
Zapisujac to jako macierze, mamy

AH A12 B11 Blg 011 012
An Ap ... | =] Ba B ... || Cu Cun ... |. (17.1.9)

Jako ostatni przyklad zapiszmy réwnanie wlasne operatora A

Ap = ap.
W zapisie macierzowym mamy
AH A12 Ce (&1 (6]

Ao Agp ... 2 | =al| 2 |. (17.1.10)

17.2 Oscylator harmoniczny

Zajmijmy sie teraz oscylatorem harmonicznym liniowym. Jak wiemy, opisujacy go

Hamiltonian jest postaci
~2

F p
H=—+YV 17.2.1
2 V(). (17.2.1)
przy czym

1
V(z) = §mw2x2. (17.2.2)

W wyniku rozwigzania niezaleznego od czasu rownania Schrodingera
HY, = E, ¥,
otrzymalismy w rozdz. 11 wartosci wlasne energii
1
En:hw<n+2), n=0,1,2,...
i funkcje wlasne ¥, bedace wielomianami Hermite’a.
Tutaj pokazemy inne podejscie to tego zagadnienienia. Korzystajac z reprezen-

tacji liczby obsadzeri mozemy bra (W, | zapisa¢ jako (n|. Aby przejs¢ ze stanu 0 do
1 oscylator musi ,,pochtona¢” jeden foton o energii hw. Czyli w reprezentacji liczby
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obsadzen n oznacza liczbe fotonéw , ,pochlonietych” przez oscylator.
Wprowadzmy dwa operatory, operator kreacji

1

ay = mwx — 1p 17.2.3
+ Qmwh( p) ( )
i operator anihilacji
1
a_ = (mw + ip). (17.2.4)
2mwh

Operator a_ jest sprzezeniem hermitowskim operatora a,. Obliczmy komutator
[a_,a]. Najpierw obliczymy aa_

1 o A
arG_ = m(mw:ﬁ —ip)(mwz +ip) =
1 2 2.2 | SA AN B2y
= 2mwh(m w it + imw(zp — pI) + p°) =
Wiemy, ze
i — pi = [, 5] = ih,
stad mamy
1 5 9.9 9 1, p* mw?i? hw
= — mwh = —(— - —).
2mwh<mwx mwh + ) hw(Qm 2 2 )
Czyli
1, ~  ¢hw
a0 = —(H ——). 17.2.5
i = (=) (17.2.5)
Analogicznie obliczamy, ze
1 ~  hw
a_ay = —(H + —). 17.2.6
hy = () (17.26)

Korzystajac z powyzszych obliczen, mozemy wypisa¢ dwa wzory, z ktorych bedziemy
korzysta¢ w pdzniejszych rozwazaniach:

- 1
H = hw(ia +3) (17.2.7)
! 1
H = hw(a_a, — 5 (17.2.8)

Powréémy jednak do obliczania naszego komutatora

. hw 1 - hw
4+ =

0] = a-ay — s = (0 +

hw
Teraz obliczymy komutator [H, ]

~

R 1
[H, d+] = hW[d+d_ + 5, &+] = hW[d+&_, a+] = hCU((AZ_t,_(Z_(AZ_i_ — d+&+&_> =
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= hu)d+(d_d+ — d+d) = h(AJd+ [&_, d+]

W ten sam sposéb mozna wykazaé, ze
[H,a_] = —hwi_. (17.2.9)

W prosty sposéb mozemy wykazaé, ze operator kreacji a, podwyzsza stan, nato-
miast operator anihilacji a_ obniza stan ukladu. Wezmy niezalezne od czasu réwnanie
Schrodinegra

H|n) = E,|n). (17.2.10)
Rozwazmy teraz to réwnanie dla stanu |n), na ktéry zadzialano operatorem anihilacji
a_:

~ ~

H(a_|n)) = (a-H — hwa_)|n) = (a_H — hwa_)|n) =
= (a_H — hwa_)|n) = a_H|n) — hwa_|n) = a_E,|n) — hwa_|n) =
= (E, — hw)(a_|n)).

Q

Dla operatora kreacji a, dowdéd mozna przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb. Stad
wolno nam napisac, ze
a_|n) ~|n—1) (17.2.11)

ai|n) ~ |n+1). (17.2.12)

Oznaczmy wspolczynnik proporcjonalnosci w pierwszym z powyzszych wyrazen przez
c
a_|n) =c¢ln—1).

Sprzegamy to obustronnie w sposéb hermitowski, pamietajac, ze

(In))* = (n|

i mamy
(a—|n))* = (cln = 1))7,

co jest rowne
(nf(a-)" = (n—1fc".

Dostajemy stad
(nlay = (n —1|c".

Dzialamy tym na
a_|n) =cn—1)

i dostajemy
(nlaya_|n) = (n — 1|c*cjn — 1).

Poniewaz funkcje wlasne sg ortonormalne, to (n — 1|n — 1) = 1, skad mamy

(nlasa—|n) = |c*.
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7, wezesniejszych rozwazan wiemy, ze

1, .~  hw
i, =—(H — — 17.2.13
dlatego dokonujemy podstawienia
1 ~ h
e (nlH = =) = |
Zajmijmy sie lews strong powyzszego wzoru
1 - h 1 1 h
——((nlHIn) = Z-(nln)) = —(Fw(n + S{nln) - =-) =
1 hw  hw 1
= %inn—i— ? — 7) = %hwn =n.
7, doktadnoscig do czynnika fazowego
A =n=c=+/n, (17.2.14)
a stad
a_|n) = /nn — 1). (17.2.15)

W podobny sposéb mozna wykazac, ze
ayln)y = vn+1n+1). (17.2.16)

Podstawiamy

A 1

do niezaleznego do czasu rownania Schrodingera

v, = E,,
1 mamy
1
Stad dostajemy . .

czyli operatory a,a_ i H majg wspolne funkcje wiasne.
Teraz pokazemy, ze wszystkie wartosci wlasne operatora a,a_ sa nieujemne. Za-
piszmy rownanie wiasne

aya_|e) = ).

Zadzialajmy na obie strony bra (|

(plara_|p) = (p|Alp).
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Przeksztalcajac powyzsze wyrazenie, mamy

((ar)Tela_|p) = Meplp).

Korzystajac z faktu, ze operator kreacji a jest hermitowskim sprzezeniem operatora
a_, mozemy napisac, ze
(a—pla-|e) = Aelp),

a stad
la—ell* = Al
czyli
~ 2
A= ||a“P|2| > 0. (17.2.18)
[l
To wtasnie nalezalo wykazac.
Wiemy, ze
My = (B — 1)
n — T _ n W),
hw
stad .
E, =hw(\, + 5). (17.2.19)

Zalozmy, ze istnieje najmniejsza warto$é¢ wiasna i ze jest nig Fy. Zapiszmy niezalezne
od czasu réwnanie Schrodingera

H|0) = Eo|0).
Zadzialajmy na to réwnanie lewostronnie operatorem a_
a_H|0) = Eya_|0).

Korzystajac z faktu, ze

i H=la_,H + Ha_ = hwa_ + Ha_
dostajemy
hwa_|0y + Ha_|0) = Epa_|0),
skad
Hl|a_0) = (Ey — hw)|a_0). (17.2.20)

Funkcja |a_0) jest wiec funkcjg wlasng Hamiltonianu Hy wartoscig wlasng Ey— hw,
mniejszg od najmniejszej z zalozenia wartosci wlasnej Ey. Mamy tutaj sprzecznosé
i dlatego musi zachodzi¢

a_|0y = 0. (17.2.21)

Zadzialajmy na powyzsze rownanie lewostronnie operatorem kreacji a.

G,a_|0) = 0. (17.2.22)
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Wykorzystujac to, ze

1, ~ hw
fa - g
otrzymujemy
1, ~ hw
—(H — —)|0) = 0.
= (I - )0y
Stad dostajemy réwnanie
~ hw
110) = =)0),
czyli
hw
Ey = - (17.2.23)
Zadzialajmy na otrzymane przez nas rownanie lewostronnie operatorem kreacji a
- hw
CL+H|O> == 7a+|0>
Postepujac podobnie jak w poprzednim przypadku, mamy
. . ox hw

Komutator wystepujacy w powyzszym réwnaniu obliczyliSmy juz wezesniej i dlatego
wolno nam napisac

o . hw .
(Hay — hway)|0) = 7a+|0).

Po uproszczeniu tego wyrazenia, mamy

N 1
Hla40) = hw(l+ 3)|a0).

a.|0) jest funkcjg wlasng operatora Hamiltona H , ktérej odpowiada warto$¢ wlasna
hw(1 + %) Zadzialajmy na to rownanie operatorem kreacji a

A fra 1y,
a4+ Hay|0) = hw(1 + 5)(a+)2|0>.
Stad mamy
A A 1 R
(Hay = hwiy)a|0) = hw(s + 1)(a+)°]0).
Po uproszczeniu dostajemy réwnanie postaci

A6, 10) = (2 + 5)(a,)10).

(é4)%|0) jest funkcja wlasng operatora Hamiltona H ktérej odpowiada wartosé¢ wiasna
hw(2 4+ %) Poprzez indukcje mozna wykazaé, ze

A|(8.)"0) = heo(n + )|(@)"0),
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Przy czym wszystkie funkcje wlasne sg postaci (z doktadnoscig do statej)

n) = (+)"[0).

a odpowiadajace im wartosci wlasne to

1
E, = hw(n+ 5),

gdzie n =0,1,2,.... Teraz unormujemy funkcje |n) = ¢, (a4 )"|0). Chcemy, aby dla
dowolnego n
(nn) = 1.

Poniewaz to ma zachodzi¢ dla dowolnego n, to zachodzi takze dla n + 1, czyli
(n+1n+1) =1
Rozpisujac powyzszy warunek, otrzymujemy
(n+1n+1) = (cps1(a4)"0lcni1(a4)"10) =
= [en1[*{(@4)"F10[(a4)"10) = Jenta]* (a4 (a4)"0lay (a4)"0) =

- ‘Cn+1’2<(&+)n0|(&+)+d+(&+)n0> = |Cn+1‘2<(d+)n0‘&7d+(&+)n0> =

Cn

Mnozymy bra i ket przez £

. Cn . o Cn 1 .. .1
= Jepp [P (a4 )" 0la—ay —(a4)"0) = |en|(—nla-ay —n) =
Cp, Cn Cn Cn
= | 2 nja_agm) =

Cn

Korzystajac z wezedniejszych obliczen, wiemy, ze

1, -~ hw
VG — (g
czyli
. Cn+1 9 1 -~ hw Cnt1,9; 1 . 1
[ (0 + S5 n) = | P (ol i) + 5 ()]
Cn+1 9 1 1 1 Cn+1 9 1 1 Cn+1 9
[ i+ 5 o) + 5] = |2+ 5) + 5] = |20+ 1)

To powinno by¢ réwne jednosci, czyli
Cn
L= [= 0+ 1),

Wybieramy wszystkie ¢, tak, aby byly rzeczywiste i wieksze od zera i mamy

1 1 1 1
Cnp1 = Cp = —Cp = ... = ————y,
Tt n+1yn ! <n+1)!0
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a stad
1
Cn = —=C.

Vn!

Aby znaleZé ¢q, postuzymy sie wyrazeniem na n-ta funkcje wlasna.
) = cn(@y)"|0).
Niech n = 0 i mamy
10) = co(@1)°]0) = col0) = o = 1,

wiec unormowane do jednosci funkcje wlasne sg postaci

1 A~ \n
(@) [0)-

Pozostaje odnalezienie funkeji |0). Aby to zrobi¢, musimy rozwigzaé¢ réwnanie

n) =

a_|0)y = 0.
Pamietamy, ze operator a_ jest postaci
1

= ———(mwZ +1p).
2mhw( P)

A

Nadto wiemy, ze w reprezentacji potozeniowe;j

stad mamy

(R L Y L
a,—mmwx de’  \ 2mw" h dz’

Po podstawieniu tego do rownania mamy

R h  mw d

Dzielimy to réwnanie obustronnie przez 1/% i dostajemy
mw

mw d
(7$ + @NO) =0,

a wiec nasze rownanie przyjmuje postac
d mw
—|0) = ——x/0).
10) = =" aj0)

Rozwigzaniem ogdlnym tego rownania jest funkcja postaci

mw .2

|0) = ce”2n®



ROZDZIAL 17. MACIERZOWE UJECIE MECHANIKI KWANTOWEJ 133

Stalag ¢ wyznaczymy z warunku normalizacyjnego

+o0 mw .2 h
1= (0]0) = [ Jefe " do = P YT o =

e /n
mw mw. 1
= |C|2: \/ﬁz> ] :(hw)4’

czyli z doktadnoscia do czynnika fazowego wolno nam napisaé

mw . 1
e= hn )"
stad
0) = (5 ) e 5
hm
Pamietajac, ze
1 ~ n
In) = —=(a+)"[0)

Vn!

mozemy napisa¢ w jawnej postaci funkcje wlasne jednowymiarowego oscylatora har-
monicznego i odpowiadajace im wartosci wlasne:

1 mw. i h n  TNW d mw .2
= 1 2 —)"e" 2 ® 17.2.2
n) = () (G (e + e 8 (17.225)
1
Ey=ho(n+3), n=012,... (17.2.26)

17.3 Macierzowa posta¢ operatorow N, H, ay ia_
Whprowadzmy operator liczby czastek N , zdefiniowany jako

N =d.a_.
Udowodnijmy, ze w wyniku dzialania daje on liczbe obsadzonych stanéw

Nin) = ava-|n) = ayv/nln — 1) = Vi |n — 1) = Vnv/nln) = nln).

Znajdzmy teraz posta¢ macierzows tego operatora

Ny = (n|N|m) = m(n|m) = md,m (17.3.27)
0000
0100
N=|[0020 (17.3.28)
0003
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Teraz znajdzmy posta¢ macierzows operatora Hamiltona

N 1 1
H, . = (n|H|m) = (n|hw(m + 5)\m> = hw(m + 5)(5n,m

|
=t
&

O O owe
o oOvik O
one O O

LRNO O O

Nastepnie zapiszmy w postaci macierzowej operator anihilacji a_
(@ )pm = (na_|m) = (n|vm|m — 1) = Vmd m_1
vi 0 0
V2 0
0 V3
0 0

O O O O

Na koniec zapiszmy w postaci macierzowej operator kreacji a. .

(@4 )nm = (nlagm) = (n[Vm +1m + 1) = Vm + 10nm11

0 0 0 0
Vi 0 0 0 ...

a,=| 0 V2 0 0..
0 0 0

V3

(17.3.29)

(17.3.30)

(17.3.31)

(17.3.32)

(17.3.33)

(17.3.34)



Rozdzial 18
Spinowy moment pedu

~

Abstrakeyjnie, moment pedu definiowany jest jako operator wektorowy J = (jx, Jy, jz)
spemhiajacy relacje o X
Jx J=ihlJ. (18.0.1)
Relacja ta jest, co wykazemy, réwnowazna relacji komutacyjnej
[jk, jl] = ih€klmjm. (18.0.2)
Przypominijmy sobie jeszcze pewna wiasnosé symbolu Levi-Civity, a mianowicie

Emni€ijk = (5mg5nk - 6mk5nj- (1803)

Zacznijmy dowdd, przy zastosowaniu umowy (konwencji) sumacyjnej Einsteina:

~
=

(fx )i = equationsijkjjjk
Eijkjjjk = Zhjl
Mnozymy obie strony przez €,,;:

A

€mm'€ijkjjjk = themnidi,
skad mamy o o R

Wykorzystujac wlasnosci delty Kroneckera, powyzszy wzor redukuje sie do

A ~

Jond — Ty = ihEmmids, (18.0.5)
co mozemy zapisa¢ jeszcze prosciej

[ons Jn] = ihEic];, (18.0.6)

a to nalezalo wykazac.
Teraz wprowadzmy macierze Pauliego o; (i = 1,2,3). Z definicji sg to macierze
2 X 2 spelniajace nastepujace warunki

0i0; — 00; = QiEiijk (1807)

135
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003 -+ 0;0; = 251']']) (1808)

gdzie I oznacza macierz jednostkows o wymiarach 2 x 2. Wypiszmy te macierze w
jawnej postaci

01 0 —1 1 0
01:<1 0) 02:(2’ 0) 03:<0 _1>. (18.0.9)

Oproécz momentu pedu L wynikajgcego z przestrzennych i pedowych sktadowych
czastki, zwigzany jest z nig takze spinowy moment pedu S. Nie zalezy on od pedu
ani tez od wspéhrzednych przestrzennych czastki, a jego stany wilasne nie zaleza
od warunkéw brzegowych nalozonych w przestrzeni. Spin jest cechg wewnetrzna,
czastki kwantowej, dajaca dodatkowy stopien swobody, ktéry musi byé podany w
celu okreslenia stanu czastki. Spinowy moment pedu dla czastki o spinie % (czyli na
przyklad dla elektronu) jest definiowany wzorem

S
§=ha, (18.0.10)

gdzie
o= (0'1,0'2,0'3>. (18011)

Teraz udowodnimy, ze tak zdefiniowany spinowy moment pedu jest momentem pedu
w sensie definicji podanej na poczatku tego rozdziatu, czyli

§x §=ind (18.12)
2, 2, A A 1 9 .
(S X S)Z = 8iijjSk = Zh €ijk0j0K = - (1813)

Dodajac do siebie stronami rownania definiujgce macierze Pauliego, dostajemy

00 = (S]kI + igjkmama (18014)
stad mamy
i 1, . [y
L= Zh €Z]k(5jkl + Z€jkmam> - zh 1E€i5kEjkmOm = (180]‘5>
1., 1. 5.
= Zh%ézjk&jkmam = —Zh%gijkgkjmgm =

1 1
= _1522(51]5]m — 5im5jj)am = —ihQZ((Szm — 351m>0m =

1, I TS | A
= 22h OimOm = 22h o; = zh(2h0,) = ihS;.
Calkowity moment pedu czastki definiujemy jako
J=L+S5. (18.0.16)
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Wykazemy, ze jesli o
[L,5] =0,
to operator J réwniez jest operatorem momentu pedu w mysl definicji
I x J= z’hj
ktorg mozemy przepisacé jako o
€ijJij = ZFLJZ (18017)
Jak wiemy o
El]ijLk = ZhLZ
i A A A
EiijjSk = ’lﬁSl
7 zalozenia o
[L, S] =0= LjSk = Sij. (18.0.18)
Wyjdziemy z lewej strony definicji i dojdziemy do prawej:

co trzeba bylo pokaza¢. Po drodze skorzystaliSmy z rachunkéw pomocniczych:

EijijSk + 5iijij = EijijSk + 5ijkLij =
W drugim czlonie zamieniamy oznacznia k na j i j na k i mamy

L= 5ijijSk + 5ikijSk = .

Teraz korzystajac z wartosci symbolu Levi-Civity przestawiamy k z j, zmieniajac

znak
= 61']'19[/]‘319 — 5ijijSk =0.
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Rozdzial 19

Ruch elektronu w ciele staltym

19.1 Potencjal periodyczny

Potencjal w ciele stalym mozemy schematycznie przedstawic¢ jako szereg studni po-
tencjalu przedstawionych na ponizszym rysunku:

V(z) |

jony (wezly sieci krystalicznej)

— N

x’
\potcncjal
/ \ \

Rys. 4 Schematyczny potencjatl w ciele stalym

W celu utatwienia przeprowadzenia obliczen, przyblizmy ten potencjat opisujac dotki
potencjalu za pomoca barier prostokatnych, tak jak to jest pokazane na rysunku
znajdujacym sie na nastepnej stronie.

139
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Vo

Rys. 5 Potencjal periodyczny

Jest to tak zwany potencjal Kroniga-Penneya, gdzie d oznacza stala sieci krysta-
licznej, a N oznacza ilo$¢ weztéw w sieci. Zwykle N ~ 10%*. Aby nie martwi¢ sie o
warunki brzegowe nawijamy potencjal na okrag (przyjmujemy periodyczne warunki
brzegowe). Dla duzych N mozemy przyjaé, ze

Nd =~ 27r.
Ten potencjal jest periodyczny, tzn.
V(z) =V(x+d). (19.1.1)

Hamiltonian dla elektronu w takiej sieci krystalicznej jest postaci

H= f; + V(x), V(z) =V(zx+d), (19.1.2)

gdzie m oznacza mase elektronu. Funkcje wlasne tego Hamiltonianu nazywamy
falami Blocha.

19.2 Fale Blocha
Rozwazmy operator translacji D zdefiniowany w nastepujacy sposob:
Dy(x) = p(z + d), (19.2.3)

gdzie p(x) oznacza dowolng funkcje z przestrzeni L?. Mozna wykazaé, ze funkcje
wlasne tego operatora sg postaci

o(r) = e*u(x), (19.2.4)

przy czym
u(z) = u(r +d). (19.5)
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Zadzialajmy operatorem translacji D na funkcje wlasng o (z)
Dy(z) = De*@u(z) = e* oty (z 4+ d) = . (19.2.6)
korzystamy ze wzoru (19.5)
= ety () = ethdethry () = ethdi(g),
Wolno nam wiec napisac, ze
Do(x) = e*p(x), (19.2.7)

stad wartosci wlasne odpowiadajgce funkcjom wlasnym o(z) wynosza e*e. Obliczmy
komutator [D, H], przy czym przez ¢(x) oznaczmy pewng funkcje prébna z przestrzeni
L?:

A A A R hZ dQ
D, H =(DH—-HD =D(———
D, H)p(z) = Jolw) = D(— g + V(@))olw)+
h? d? A R dPp(x)
(2 D — D(——_
(50 + V() D) = D~ 4 V(w)p(a)+
n o d?
—(—%ﬁ + V(z)p(z +d) =
Wprowadzmy oznaczenie R
Dx =2 =z+d, (19.2.8)
stad mamy
d_ddd _detrd)d _d
de  dxds’ dxr da'  do!
i dalej

d> d d d d d?

da? ~ dvdr  do'dy da?

Wracajac do naszego komutatora, mamy

W Po(x+d)
2m  dax?

+V(x+d)gp(x+d)+;1W—V(x)gp(x+d) = (19.2.9)

=V(E@+dpr+d) —V()p(z+d) ="

i pamietajac, ze potencjal jest periodyczny, otrzymujemy

o=V(@+dpx+d) - Vet d)e(x+d) = 0.

Poniewaz o

[D,H| =0,
to operator translacji Di operator Hamiltona H maja te same funkcje wlasne. Stad
fale Blocha (funkcje wilasne tego Hamiltonianu) sa postaci

o(x) = e™u(x), u(z) = u(z +d), (19.2.10)
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co pozwala nam na zapis
oz +d) = e*etDy(z 4+ d) = eMe* y(z) = ey (x). (19.2.11)
7 ksztaltu potencjatu wiemy, ze
o(x) = p(x + Nd), (19.2.12)

czyli A ‘
e””u@) _ ezk(x-l—Nd)u(x_i_Nd)’

ale poniewaz

u(x) = u(z + Nd) (19.2.13)
to mamy ' ‘
ezkm _ ezk(erNd),
a stad A
1 = ekNd, (19.2.14)
Korzystajac ze wzoru Eulera
e = cos®) + isind (19.2.15)
mozemy napisac
cos(kNd) +isin(kNd) =1 = (19.2.16)
= kNd =2mn, (n=0,£1,42,...). (19.2.17)
Stad otrzymujemy, ze
LN (19.2.18)
" dN -
k,d n
> =—_ 19.2.19
2m N ( )

Dla duzych N (np. N ~ 10%) widmo bedzie praktycznie ciggle poniewaz k11 —k, ~
0.

19.3 Pasma energetyczne

Aby znalez¢ jawng postaé funkeji wlasnych ¢(x), musimy rozwigzaé réwnanie Schro-
dingera dla naszego Hamiltonianu

Ho(z) = Ep(x) (19.3.20)

wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi. W obszarze I (czyli dla 0 < x < a)
Hamiltonian przyjmuje postac
- n d?

H=——. 19.3.21
2m dx? ( )
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Stad mamy réwnanie
n 2
T omda2”!
Funkcja bedaca jego rozwigzaniem jest postaci

() = B (). (19.3.22)

o1(z) = Ae™* + Bem k1, (19.3.23)

gdzie

H=———+1, (19.3.24)
X

dlatego dostajemy réwnanie postaci

R d?
—%ﬁ%(@ + Vowa(z) = Epa(z),

skad

ktorego rozwigzaniem jest funkcja
@2(13) — C«eikzw + De—ikg;t’

gdzie
2m(E — Vo)
oo

7, drugiej strony pamietamy, ze funkcje wlasne maja by¢ postaci

kgz

pi(r) = " (x) (19.3.25)

pa(w) = Muy (), (19.3.26)

gdzie uy2(x) oznaczaja obwiednie oscylacji.
Aby otrzymaé¢ interesujgca nas postaé rozwigzania, narzucamy ponizsze warunki
brzegowe

u1(0) = uz(d) (1)
ui(0) = uh(d) (2)
p1(a) = pa(a) (3)
ph(a) = ph(a) (4).

Wyprowadzmy zaleznos¢ przydatng nam w dalszych rozwazaniach

©1/2(2) = €™ uy () = upja(z) = e iy (). (19.3.27)
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Korzystajac z tej zaleznosei, warunek brzegowy (1) mozemy zapisaé jako
p1(0) = e My (d).
Zajmijmy sie teraz warunkiem brzegowym (2)
() = (6701 p(x)) = —ike ™ o1 pp(x) + €M) y(x) = (19.3.28)

= e M o (1) — ikug o).

Wstawiajac to do warunku (2), otrzymujemy

#1(0) = ikuy (0) = 7™ (d) — ikus(d),

czyli
£1(0) = e~ (d). (19.3.29)
Zapiszmy przeksztatcone warunki brzegowe
01(0) = e " py(d) (1)
1(0) = e™"*ph(d) (2)
p1(a) = ¢2(a) (3)
p1(a) = gy(a) (4)

Wstawiajgc funkcje wlasne ¢1(x) i po(z) bedgce rozwigzaniem réwnania Schrodin-
gera

. . omE
o1(x) = Ae®1® 4 Bem e ) = 77;;2 ,
: : om(E — V,
po(z) = Ce*2® 4 Deiher |y = M, (19.3.30)

dostajemy warunki brzegowe w jawnej postaci

A+ B = e¢hd(Cetk2d - De~ik2d)

iki1(A — B) = e*djky(Cett2d — De~tk2d)
Aeikla + Be—ik1a — Ceikga + De—ikza
iki(Ae*1@ — Be=h1a) = jfy(Ceik2e — De=th2a)

/H;/'\/‘\A
W DN =
S — — —

Stad dostajemy uklad rownan na wspétezynniki A, B,C'i D.

A+ B — Cemidlhi—ke) _ pe-idlitia) —
k’lA — k‘lB — k’2067id(kik2) + k’gDGfid(kJrkz) =0
Aez‘kla + Be—z’kla _ C«eikga _ De—ikga — 0

klAeikla — lee_““la — kQCGil@a + nge_i’”“ = 0

Mozemy zapisa¢ to w postaci macierzowej i mamy

1 1 _e—id(k—k2) _e—id(k+k2) A
ky —ky _k,267zd(kfk2) kgefzd(kJrkz) B _0
eikla e*ikl(l _eik'ga _efikza C - Y
kleikla _kle—ikla _k2€ik2a k2€—ik2a D
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Aby ten uktad réwnan miat rozwigzania nietrywialne, wyznacznik naszej macierzy
musi sie zerowac

detW = 0. (19.3.31)

Musimy rozwazy¢ dwa przypadki. W pierwszym E > 0 i zerowanie sie wyznacznika
implikuje, ze

cos(aky) cos(bky) — ];%g:f sin(kya) sin(keb) = cos(kd)
K2 — kZ = 2o

W drugim przypadku £ < Vj i z zerowania sie wyznacznika dostajemy, ze

cos(aky )ch(bk) — kjk_f sin(kya)sh(bk) = cos(kd)
ki + k? = 20

=y

Ten uktad rownan mozemy rozwigza¢ graficznie, jak na powyzszym rysunku. Prawa
strona réwnania powoduje, ze z wykreslonej na rysunku lewej strony wybieramy
tylko fragmenty zawarte pomiedzy —1, a 1. Pozwala nam to stwierdzi¢, ze w ciele
stalym dozwolone sg tylko pewne pasma energetyczne, ktére zostaly schematycznie
przedstawione na nastepnym rysunku.
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Rozne wilasciwosci ciat statych zwigzane z przewodzeniem pradu elektrycznego sa
wyjasniane réznym zapetieniem poszczegolnych pasm energetycznych przez elek-
trony, jak réwniez réznymi rozmiarami przerw energetycznych.
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